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PREFACIO

Se pretende que este libro sirva como texto para el curso de analisis que reci-
ben normalmente los estudiantes avanzados de licenciatura o para los estu-
diantes graduados de primer afio que estudian Matematicas.

La presente edicton con algo mas de material, un poco de menos omi-
siones, y un reordenamiento considerable, cubre en esencia los mismos temas
que la segunda. Espero que dichos cambios hagan mas accesible y atractivo
el material a los estudiantes que reciben tal curso.

La experiencia me ha convencido que, pedagOgicamente, es errbneo
(aunque desde el punto de vista l6gico es correcto) comenzar con la construc-
cion de los nimeros reales a partir de los racionales. Simplemente en un
principio, la mayoria de los estudiantes no aprecian la necesidad de hacerlo.
Por esto se presenta el sistema de los niimeros como un campo que posee
la propiedad de la minima cota superior, y se efectian rapidamente algunas
aplicaciones interesantes de esta propiedad. Sin embargo no se omite la cons-
- truccibn de Dedekind. Ahora se encuentra en el apéndice del capitulo 1, en
donde puede estudiarse y deleitarse siempre y cuando se tenga la madurez
adecuada.

Se volvid a escribir casi todo el material sobre funciones de varias va-
riables, completandolo con muchos detalles y mas motivacibn con ejemplos.
La demostracion del teorema de la funcion inversa, que es el tema clave del
capitulo 9, se simplifica con el teorema de punto fijo referente a mapeos de
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contraccion. Las formas diferenciales se estudian con mas detalle. Se inclu-
yen ademas varias aplicaciones del teorema de Stokes.

En lo que se refiere a cambios, el capitulo sobre la integral de
Riemann-Stieltjes se ha equilibrado un poco; también se adicion6 al capitulo
8 una pequefia secciéon sobre la funcidbn gama para que el lector la desarrolle,
y hay un numero bastante grande de ejercicios nuevos, la mayoria de ellos
con sugerencias bastante detalladas.

También inclui varias referencias sobre articulos publicados en el
American Mathematical Monthly y el Mathematics Magazine, esperando que
a los estudiantes se les desarrolle el habito de consultar las publicaciones
cientificas. R. B. Burckel muy amablemente me proporcion6 la mayoria de
las referencias.

Numerosas personas, tanto estudiantes como maestros, durante mu-
chos afios me han enviado correcciones, criticas y comentarios acerca de las
ediciones anteriores de este libro. Las aprecio y aprovecho la oportunidad
para expresarles mis mas sinceros agradecimientos a todos los que me han
escrito.

WALTER RUDIN
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LOS SISTEMAS DE LOS NUMEROS REALES
Y DE LOS COMPLEJOS

INTRODUCCION

Para que una presentacion de los conceptos principales del analisis (tales co-
mo la convergencia, continuidad, diferenciacibn y la integracion) sea satis-
factoria, debe basarse en el concepto de nimero definido con exactitud. Sin
embargo, aqui no se abordara el tema sobre los axiomas que gobiernan la
aritmética de los enteros, pero se supondra que se conocen bien los nimeros
racionales (es decir, los de la forma m/n, en donde m y n son enteros y n # 0).

El sistema de los nimeros racionales visto como un campo O un con-
junto ordenado, es inadecuado para muchos casos. (Los conceptos de campo
y conjunto ordenado se definiran en las Secs. 1.6 y 1.12.) Por ejemplo,
no existe un racional p tal que p> = 2. (Se demostrara esto a continuacion.) Lo
anterior conduce a la introduccion de los llamados ‘‘nameros irracionales’’,
que con frecuencia se representan como desarrollos decimales infinitos y se
consideran ‘‘aproximados’’ por los decimales finitos correspondientes. En-
tonces la sucesion

1,1.4,141,1.414,1.4142, ...

“tiende a </ 2”’. Puede surgir la siguiente pregunta, a menos que el niimero
irracional v/ 2 esté evidentemente definido: ;Qué quiere decir que la sucesion
‘“‘tienda a”’?
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Esta clase de pregunta se puede contestar tan pronto como se constru-
ya el llamado ‘‘sistema de los nimeros reales’’.

1.1 Ejemplo Empecemos demostrando que la ecuacién
1) pi=2

no se puede satisfacer por ninglin nimero racional p. Para ello supongamos
que se satisface: podremos escribir p = m/n, donde m y n son enteros y
ademas podremos elegirlos de modo que los dos no sean pares. Supongamos
que lo hemos hecho; entonces (1) implica que

Q) m? = 2n?,

Lo que muestra que m? es par. Por tanto, m es par (si m fuera impar, m?
también lo seria) y m? es divisible por 4. De aqui se deduce que el segundo
miembro de (2) es divisible por 4, y por tanto n? es par, lo que implica que
lo sea n.

Por consiguiente, el suponer que se verifica (1) nos lleva a la conclu-
sion que m y n son los dos pares, en contra de la eleccibn que para ellos
habiamos hecho. Luego (1) es imposible para un nimero racional p.

Examinemos ahora la situaciébn algo mas de cerca. Sea A el conjunto
de todos los nimeros racionales positivos p, tales que p? < 2, y B el de to-
dos aquellos para los que p? > 2. Veremos que A no contiene ningiin nume-
ro que sea mayor, ni B ninguno que sea menor, que todos los demds.

Mas explicitamente, para cada p de A podemos hallar otro nitmero ra-
cional g, también en A, tal que p < g; y para cada p de B otro g de B tal
que g < p.

Para esto, se asocia a cada nimero racional p > 0 el namero

2
p‘—2 2p+2
3 = — — T ——————
) 7=r p+2 p+12
Por lo que
@ 2= =2
(r+2)?

Si p pertenece a A, entonces p2 — 2 < 0, de (3) se puede ver que
g > pyde(d) g* < 2. Por lo que g pertenece a A.

Si p pertenece a B, entonces p2 — 2 > 0, de (3) se puede ver que 0 < g
< pyde(4) g* > 2. Por lo que g pertenece a B.

1.2 Observacion El objeto de la discusion anterior ha sido demostrar que
el sistema de los nimeros racionales tiene ciertas lagunas, a pesar del hecho
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de que entre dos niimeros racionales, siempre hay otro: Si r < s entonces r
< (r + 5)/2 < s. El sistema de los nimeros reales llena estas lagunas, y es
la razé6bn principal del papel tan fundamental que desempefia este sistema en
el analisis.

Para dilucidar su estructura y la de los nimeros complejos, se empeza-
r4 con una discusion breve de los conceptos generales de conjunto ordenado
y campo.

A continuacion se da parte de la terminologia estandar de la teoria de
conjuntos que se usara en todo este libro.

1.3 Definiciones Si A es un conjunto cualquiera (cuyos elementos pueden
ser nimeros u objetos cualesquiera), se escribird x € A4 para expresar que x
es un miembro (o elemento) de A.

Si x no es un miembro de A, se escribira: x ¢ A.

El conjunto que no contiene ningin elemento se llamara conjunto va-
cfo. Si un conjunto tiene al menos un elemento, es un conjunto no vacio.

Si A y B son conjuntos y todo elemento de A es un elemento de B, se
dice entonces que A es un subconjunto de B, y se escribe 4 <« B, 0o B o A.
Si ademas existe un elemento de B que no pertenece a 4, entonces A sera un
subconjunto propio de B. Obsérvese que A < A para todo conjunto A.

SiA « ByB < A, seescribe A = B. De otra manera sera A # B.

1.4 Definicion En todo el capitulo 1, el conjunto de los niimeros raciona-
les se representara con una Q.

CONJUNTOS ORDENADOS

1.5 Definicibn Si S es un conjunto, un orden en S es una relacion repre-
sentada por el simbolo < y tiene las dos propiedades siguientes;

(i) Six e Sy y e S, una y s6lo una de las proposiciones siguientes es
cierta:

x <y, x=y, y<x
({)Six, y,z2€e S, ysix <yypy <z,entonces x < z.

La proposicidn ‘““x < »** se lee ‘‘x es menor que y”’ 0 *“‘x es mas peque-
flo que y*’ o también ‘‘x precede a y’.

Con frecuencia conviene escribir y > x en vez de x < y.

La notacién x < y indica que x < y 0 x = y, sin especificar cual de
las dos se cumple. Dicho de otra manera, x < y es la negaciébn de x > y.

1.6 Definicibn Un conjunto ordenado es aquel en el que se ha definido un
orden.
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Por ejemplo, Q es un conjunto ordenado si se define r < ssis — res
un namero racional positivo.

1.7 Definicion Supbngase que S es un conjunto ordenado, y £ < S. Se
dice que E es un conjunto acotado superiormente si existe un 8 € S tal que
x < (B paracada x € E, y a (8 se le denomina la cota superior de E.

De la misma manera se definen las cotas inferiores (con = en lugar
de =).

1.8 Definicibn SupoOngase que S es un conjunto ordenado, £ < S,y E
esta acotado superiormente. Supongase, ademas, que existe un o € S con las
siguientes propiedades:

(i) « es una cota superior de E.
(i) Siy < a, entonces y no es una cota superior de E.

Entonces o se denomina la minima cota superior de E [de (ii) es evi-
dente que a lo mas hay una o] o el supremum de E, y se escribe

o = sup E.

La mdxima cota inferior o infimum de un conjunto E que esta acotado
inferiormente, se define de la misma manera: La proposicién

o =inf E

significa que « es una cota inferior de E y que ninguna 8 con 8 > « €s una
cota inferior de E.

1.9 Ejemplos

(a) Considérense los conjuntos 4 y B del Ejemplo 1.1 como subcon-
juntos del conjunto ordenado Q. El conjunto 4 esta acotado supe-
riormente. De hecho, las cotas superiores de A son los miembros de
B. Como B no contiene un miembro mas pequefio, entonces A no tie-
ne minima cota superior en Q.

De igual manera, B esta acotado inferiormente: el conjunto de
todas las cotas inferiores de B consta de 4 y de todos los r € Q con r
< 0. Como A4 no tiene un miembro mas grande, entonces B no tiene
mdxima cota inferior en Q.

(b) Si existe « = sup E, puede 0 no, ser o« miembro de E. Sea por
ejemplo, E, el conjunto de todos los r € Q conr < 0. Y E, el conjun-
to de todos los » € Q con r < 0. Entonces

sup E; =sup E, =0,
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y0 ¢ E, 0 € E,.
(c) Si E consta de todos los nameros 1/n, en donde n = 1, 2, 3,....
Entonces sup E = 1 y pertenece a E, el inf E = 0, y no pertenece a E.

1.10 Definicion Se dice que un conjunto ordenado S tiene la propiedad de
la minima cota superior si lo siguiente es cierto:

Si E < S8, E no es vacio y estd acotado superiormente, entonces F
existe en S.

El ejemplo 1.9(a) muestra que Q no tiene la propiedad de la minima
cota superior.

Ahora se mostrara que hay bastante relacion entre las maximas cotas
inferiores y las minimas cotas superiores, y que todo conjunto ordenado que
tenga la propiedad de la minima cota superior tiene también la de la maxima
cota inferior.

1.11 Teorema Supongase que S es un conjunto ordenado con la pro-
piedad de la minima cota superior, B — S y B es no vacio y acotado infe-
riormente. Ahora sea L el conjunto de todas las cotas inferiores de B.
Entonces

oa=supL

existe en S y a = inf B,
En particular, el inf B existe en S.

Demostracibon Como B esta acotado inferiormente, L no es vacio.
Ya que L consta exactamente de los y € S que ademas satisfacen la
desigualdad y < x para cada x € B, es evidente que cada x € B es
una cota superior de L. De aqui que L estd acotado superiormente,
La hipotesis referente a S implica por tanto, que L tiene un supre-
mum en S; llamémosle a.

Si ¥ < o entonces (véase la Definicion 1.8) v no es cota supe-
rior de L, de aqui que v ¢ B. Y resulta que o < x para cada x € B.
Entonces o € L.

Sia < 3 setiene que 3 ¢ L debido a que o es cota superior de L.

Se ha mostrado que « € L, peroque 3 ¢ L si 3 > «. En otras
palabras, o es una cota inferior de B, pero 8 noloessi 3 > a. Esto
significa que o = inf B.

CAMPOS

1.12 Definicibn Un campo es un conjunto F con dos operaciones, llama-
das adicién y multiplicacién, que satisfacen los axiomas siguientes, (A), (M)
y (D) llamados ‘‘axiomas de campo’’:
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(A) Axiomas para la adiciébn

(A1)
(A2)
(A3)

(A4)
(AS)

Six € Fyy € F, entonces su suma, x + y esta en F.

La adicion es conmutativa: x + y = y + xparatodax, y € F.
La adicion es asociativa: (x + y) + z = x + (¥ + 2) para to-
dax, y,zeF.

F contiene un elemento 0 tal que 0 + x = x para cada x € F.
A cada x € F le corresponde un elemento — x € F tal que

x+(—x)=0.

(M) Axiomas para la multiplicacion

M1)
M2)
(M3)

M4)
(M5)

Six € Fyy e F, entonces su producto xy esta en F,

La multiplicaciébn es conmutativa: xy = yx para toda x, y € F.
La multiplicacién es asociativa: (xy)z = x(yz) para toda x, y,
z € F.

F contiene un elemento 1 # 0 tal que 1x = 0 para cada x € F.
Six € Fy x # 0, entonces existe un elemento 1/x € F tal que

x-(1/x) = 1.

(D) La ley distributiva

x(y+2)=xy+ xz

se cumple para toda x, y, 7 € F.

1.13 Observaciones

(a) Se acostumbra escribir (en cualquier campo)

x
x—y,;,x+y+z, xyz, x2, x3,2x, 3x, . ..

en vez de

1 .
x+(-y),x'(;),(x+y)+z,(xy)z,xx,xxx,x+x,x+x+x,.

(b) Los axiomas de campo evidentemente se cumplen en €l conjunto
Q de todos los nimeros racionales, siempre y cuando la adicion y ia
multiplicacion signifiquen lo acostumbrado. Por ende, Q es un campo.
(c) Aunque nuestro proposito no es el de estudiar campos (o cual-
quier otra estructura algebraica) con mucho detalle, vale la pena de-
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mostrar que algunas propiedades conocidas de Q son consecuencia de
los axiomas de campo; una vez hecho esto, no se necesitara volver a
hacerlo para los niimeros reales o para los complejos.

~ 1.14 Proposicion Los axiomas para la adicion implican las siguientes
proposiciones:

(a) Six +y =x+ z, entoncesy = z.
(b) Six + y = x, entonces y = 0.

(c) Six+ y=0,entoncesy = — x.
@ —-(=x)=x

La proposicion (a) es la ley de la cancelacion. Notese que (b) asegura
la unicidad del elemento cuya existencia se supuso en (A4), y que (c) hace lo
mismo para (AS5).

Demostracion Si x + y = x + z, de los axiomas (A) se tiene

y=0+y=(—x+x)+y=-x+(x+y)
=—x+x+2)=(-x+x)+2=0+z=2z

Esto demuestra (a). Tomese z = 0 en'(a) para obtener (b), yz = — x
en (a) para obtener (c).
Como — x + x = 0, (¢) (con —x en lugar de x) esto produce (d).

1.15 Proposicibn Los axiomas para la multiplicacién implican las propo-
siciones siguientes:

(@) Six + 0yxy = xz, entonces y = z.
(b) Six # 0yxy = x, entonces y = 1.
(¢) Six+ 0yxy =1, entoncesy = 1/x.
(d) Six # 0, entonces 1/(1/x) = x.

La demostracion es similar a la de la proposicion 1.14 y por eso no se
da aqui.

1.16 Proposicion Los axiomas de campo implican las siguientes proposi-
ciones, para cualquier x, y, z € F:

(@) 0x = 0.
b) Six+# 0yy + 0, entonces xy * 0.
© (=xy=-&)=x(=».

d) (=x)(=y) = xp.

Demostracion Ox + Ox = (0 + 0)x = Ox. En consecuencia, 1.14(b)
implica que Ox = 0, y por esto se cumple (a).
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Supbngase ahora x # 0, y # 0, pero que xy = 0. Entonces de

(a) se tiene
- () -)-o

una contradiccion. Por lo tanto se cumple (b).
La primera igualdad en (c) proviene de

(=x)y+xy=(—x+x)y=0y=0,

combinada con 1.14(c); la otra mitad de (c) se demuestra de la misma
forma. Finalmente de (c) y 1.14(d) se obtiene

(=X =p) = =[x(=y)] = =[- ()] = xp

1.17 Definicibn Un campo ordenado es un campo F que a su vez es un
conjunto ordenado, y que tiene las siguientes propiedades:

Nx+y<x+zsix,p,ze Fyy<z.
(iyxy >0sixeF,yeF,x>0,yy >0.

Si x > 0, se dice que x es positivo; si x < 0, entonces es negativo.

Por ejemplo, Q es un campo ordenado.

En cada campo ordenado se aplican todas las reglas conocidas de las
desigualdades: la multiplicacién por cantidades positivas (negativas) preserva
(invierte) las desigualdades, ningin cuadrado es negativo, etcétera. En la si-
guiente proposicion se listan algunas de estas.

1.18 Proposicibn En todo campo ordenado, las siguientes proposiciones
son verdaderas:

(@) Six > 0, entonces — x < 0, y viceversa.

(b) Six >0yy <z, entonces xy < xz.

(c) Six <0ywy < z, entonces xy > xz.

(d) Six # 0, entonces x* > 0. En particular, 1 > 0.
(e) Si0 <x <y, entonces0 < 1/y < 1/x.

Demostracion
(@) Six=0,entonces0 = — x+ x> — x + 0, asi que — x < 0.
Six <0, entonces0 = — x + x < — x + 0, de manera que — x

> 0. Esto demuestra (a).
(b) Debido a que z > y, setienez — y > y — y = 0, por consi-
guiente x (z—y) > 0, y por tanto

xz2=x(z—-y)+xy >0+ xy=xp.
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(¢) De (a), (b) y la Proposicidon 1.16(c) se obtiene,
=[xz — )] =(=x)}z—-y) >0,

de aqui que x (z — y) < 0, y en consecuencia xz < xy.

(d) Six > 0, la parte (ii) de la Definicion 1.17 nos da x> > 0. Si x
< 0, entonces — x > 0, por ende (— x? > 0. Pero x2 = (— x), de-
bido a la Proposicion 1.16(d). Yaquel = 12,1 > 0.

(e) Siy>0yv =<0, entonces yv < 0. Peroy- (1/y) =1 > 0. En
consecuencia, 1/y > 0. De la misma forma, 1/x > 0. Si se multipli-
can ambos miembros de la desigualdad x < y, por la cantidad positi-
va (1/x)(1/y), se obtiene 1/y < 1/x.

EL CAMPO REAL

Ahora se establecera el teorema de existencia que es la base de este capitulo.

1.19 Teorema Existe un campo ordenado R con la propiedad de la
minima cota superior.
Ademds, R contiene como subcampo a Q.

La segunda proposicion significa que Q < R y que cuando se aplican
las operaciones de adici6bn y multiplicacién en R a los miembros de Q, éstas
coinciden con las operaciones mas comunes en los nimeros racionales; tam-
bién los niimeros racionales positivos son elementos positivos de R.

A los miembros de R se les denomina numeros reales.

Debido a que la demostracién del Teorema 1.19 es bastante larga y un
poco tediosa, se presenta en el Apéndice del capitulo 1. En realidad, la de-
mostraciébn construye R a partir de Q.

El siguiente teorema podria obtenerse a partir de esta construccion con
un poco de esfuerzo adicional. No obstante, es preferible obtenerlo a partir
del Teorema 1.19, debido a que éste proporciona una buena ilustracion de lo
que se puede hacer con la propiedad de la minima cota superior.

1.20 Teorema

(@) Sixe R, ye Ryx > 0, entonces hay un entero positivo n tal
que

nx > y.
() Six e R,y € R, yx <y, entonces existe un p € Q tal que

x<p<y.
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La parte (@) se conoce comunmente como la propiedad arquimediana
de R. La parte () significa que Q es denso en R: es decir, entre dos niimeros
reales cualesquiera hay un racional.

Demostracion

(@) Sea A el conjunto de todos los nx, en donde n varia en los ente-
ros positivos. Si (@) no fuera cierto, entonces y seria una cota superior
de A, y A entonces tiene una minima cota superior en R. Hagamos o
=supA. Yaquex >0, — x < a, Yo — X NO €s una cota supe-
rior de A. Por consiguiente, o — x < mx para algin entero positivo
n. De donde o < (m + 1)x € A, lo cual es imposible, porque « es
una cota superior de A.

(b) Debido a que x < y, se tiene y — x > 0, y (@) proporciona un
entero positivo n tal que

n(y —x)>1.

Aplicando (@) nuevamente, se obtienen los enteros positivos m, y m,
de tal manera que m, > nx, m, > — nx. Entonces

—my < nx < my.
En consecuencia hay un entero m (con — m, < m < m,) tal que
m-—1<nx<m.
Si estas desigualdades se combinan, se obtiene
nx<m<1+nx<ny.

Como n > 0, se deduce que
< n <
x<— .
n y
Esto demuestra (b), con p = m/n.
Ahora se demostrara la existencia de las raices n-ésimas de los reales
positivos. Esta prueba mostrara como puede manejarse en R, la dificultad

mencionada en la Introduccion (la irracionalidad de «/2).

1.21 Teorema Para todo numero real x > 0 y cada entero n > 0 hay un
numero real y > 0, y uno solo, tal que y" = x.

Este nimero y se escribe </ x, o x'/,
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Demostracion Que como maximo hay un y con tal propiedad, es
evidente, pues, 0 < y, < y, implica y7 < yj.

Sea E el conjunto formado por todos los nimeros reales positi-
vos t, tales que " < x.

Sit=x/(1 + x),sera0 <t < 1; por tanto, " <t < x, por lo
que f € E'y E no es vacio.

Sit > 1 + x, entonces " > t > x, asi que ¢ ¢ E. Es decir, 1 +
+ x es una cota superior de E.

El Teorema 1.19 implica por lo tanto, la existencia de

y =sup E.

Para demostrar que y” = x se mostrara que cada una de las desigual-
dades y» < xy y" > x conduce a una contradiccion.

La identidad b" — @" = (b — a)(b"™' + b"2 a + -+ + a")
produce la desigualdad

V'—a" < (b—anb"!

cuando 0 < a < b.
Ahora supongase que y” < x. Si se escoge & de tal forma que 0
<h<ly

x=y
h< T
Sise hacea = y, b = y + h. Entonces
G+h =y <hn(y+h" '<hn(y+ 1) <x -y

Esdecir (y + h)" < x,yy + h e E. Yaquey + h > y, esto contra-
dice el hecho de que y es una cota superior de E.
Suponiendo que y” > x. Hagase

y'—x

k=}7yﬁ'

Entonces 0 < kK < y. Sit = y — k, se concluye que
YV —1"<Y' —(y—-ky<knmy =y —x.

Porloque " > x,yt ¢ E. Se deduce que y — k es una cota superior
de E.

Pero y — k < y, esto contradice el hecho de que y es la minima cota
superior de E.
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En consecuencia y" = x, y esto completa la demostracion.

Corolario Si a y b son numeros reales positivos y n es un entero positivo,
entonces

(ab)lln = al/nblln.
Demostracién Haciendo o = a4'/7, 8 = b!/». Se tiene
ab = o"f" = (2p)",

debido a que la multiplicaci6én es conmutativa. [Axioma (M2) de la
Definicion 1.12]. Por lo tanto, la afirmacién de unicidad del Teorema
1.21 muestra que

(ab)l/n — aﬂ — al/nblln.

1.22 Decimales Terminaremos esta parte, sefialando la relacion que existe
entre los nameros reales y los decimales.
Sea x > 0 un namero real, y n, el mayor entero, tal que n, < x.(*).

Elegidos n,, n,,..., n,_,, sea n, el mayor entero, para el cual
Mo+ k4o 4k oy
°710 100~

Sea, ademas, E el conjunto formado por los niimeros

mo M _
©) motrot ot (k=0,1,2.).

En estas condiciones, x es el sup de E. El desarrollo decimal de x es
© Nog mnyng - -

Inversamente, para todo decimal con desarrollo infinito (6) el conjunto
E de los nameros (5) esta acotado superiormente, y (6) es el desarrollo deci-
mal del sup de E.

Como nunca utilizaremos nimeros decimales, no entraremos en un es-
tudio detallado.

EL SISTEMA EXTENDIDO DE LOS NUMEROS REALES

1.23 Definicion El sistema extendido de los numeros reales estd consti-
tuido por el campo real R al que se han afiadido dos simbolos, + o y — oo,

(*)(Notese que la existencia de n, depende de la propiedad Arquimediana de R.)
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Se conservara el orden original en R, y se definira

—0<XxX< +®©
para cada x € R.

Es evidente entonces, que + oo es una cota superior de cada subcon-
junto del sistema extendido de los nimeros reales, y que cada subconjunto
que no es vacio tiene una minima cota superior. Por ejemplo, si E es conjun-
to que no es vacio ni acotado superiormente en R, entonces E = + oo en el
sistema extendido de los nimeros reales.

Las mismas observaciones se aplican exactamente a las cotas inferiores.

El sistema extendido de los nameros reales no forma un campo, pero
por conveniencia se acostumbra lo siguiente:

(a) Si x es un nimero real, se verificaque — © < x < 4+ oy

x x
x4+ 0 =+0, X—o00=—00, —=——=0.
+0 —o

(b) Six >0, serda x-(+w)= +00,x:(—00)= —00.
(¢c) Six<0,es x* [+0)=—00, x*(—-00)= +00.

Cuando es conveniente hacer distincién explicita entre los nimeros rea-
les por un lado y los simbolos + o y — oo por otro, los primeros se llaman
Sfinitos.

EL CAMPO COMPLEJO

1.24 Definicibn Un numero complejo es un par ordenado de nimeros
reales (a, b). “‘Ordenado’’ significa que (a, b) y (b, a) se consideran distin-
tos si a + b.

Sean x = (a, b), y = (c, d) dos nimeros complejos. Se escribe x = y
si y solamente si a = cy b = d. (Nbtese que esta definicibn no es por
completo superflua; debe pensarse en la igualdad de los nimeros racionales
representados romo cocientes de enteros.) Se define

x+y=(a+e¢b+d),
xy = (ac — bd, ad + bc).
1.25 Teorema Las definiciones anteriores para la adicién y la multiplica-

cion vuelven al conjunto de todos los numeros complejos un campo, con (0,
0) y (1,0) en lugar de 0 y 1.
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Demostracion Simplemente se verificaran los axiomas de campo de
la Definicion 1.12. (Se usa la estructura de campo de R, por
supuesto.)

Sean x =(a,b),y=1(c,d),z=_(ef).
(Al) es evidente.
(A2) x+y=(@+c,b+d)=(c+a,d+b)=y+x.
(A3) (x+y+z=@+e,b+d)y+(ef)
=(@+c+eb+d+f)
=@bd+(c+ed+f)=x+@ +2).
(Ad) x+0=(a,b)+(0,0)=(a, b)=x.
(AS) Haciendo —x = (—a, —b). Entonces x + (—x) = (0, 0) = 0.
(M1) es evidente.
M2) xy = (ac — bd, ad + bc) = (ca — db, da + cb) = yx.
(M3) (xy)z = (ac — bd, ad + bc)(e, f)
= (ace — bde — adf — bcf, acf — bdf + ade + bce)
= (@, b)(ce — df, ¢f + de) = x(yz).
M4) 1x=(,0)a, b) =(a, b) = x.
(M5) Six # 0, entonces (a, b) # (0, 0), lo cual significa que al me-
nos uno de los numeros reales a, b es diferente de 0. En consecuencia,
por la Proposicion 1.18(d) > + b? > 0, y se puede definir

1__( a -b
x  \a®+b?’ a2+b2)'

Por tanto,

x-l'—=(a,b)( =(1,0)=1.
X

a —
a* + b*’ a2+b2)

D) x(r+2)=(a,bMc+ed+f)
= (ac + ae — bd — bf, ad + af + bc + be)
= (ac — bd, ad + bc) + (ae — bf, af + be)
= Xy +.Xz.

1.26 Teorema Para numeros reales cualesquiera a y b se tiene
(@0)+ (&0 =(a+5b,0), (a0)b,0)=/(ad,0).
La demostracibn es trivial.

El Teorema 1.26 muestra que los nimeros complejos de la forma (a, 0)
tienen las mismas propiedades aritméticas que los nmeros reales correspon-
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dientes a. Por tanto, es posible identificar (a, 0) con a. Esta identificacion
hace del campo real un subcampo del campo complejo.

El lector puede haber notado que hasta ahora se han definido los na-
meros complejos sin hacer ninguna referencia a la misteriosa raiz cuadrada
de — 1. A continuacion se muestra que la notacion (a, b) es equivalente a la
- mas acostumbrada a + bi.

1.27 Definicion i = (0, 1).
1.28 Teorema iZ= —1.
Demostracion i = (0, 1)(0,1) =(—=1,0) = —1.
1.29 Teorema Siay b son dos numeros reales, serd (a,b) = a + bi.

Demostracion

a + bi = (a, 0) + (b, 0)(0, 1)
= (a’ 0) + (0’ b) = (aa b)
1.30 Definicion Si @, b son reales y z = a + bi, entonces al nimero
complejo T = a — bi se le llama el conjugado de z. Los nimeros @ y b son

la parte real y la parte imaginaria de z, respectivamente.
Se escribira algunas veces

a = Re(z), b = Im(z).

1.31 Teorema Sizy w son complejos, entonces

@ z+w=zZ+w,
b) zw=zw,
(c) z+zZ=2Re(2),z—2Z=2iIm(z),

(d) zzZes real y positivo (excepto cuando z = 0).

Demostracion (a), (b) y (c) son triviales. Para probar (d), escribase
Z = a + bi, y nOtese que zZ = a2 + b

1.32 Definicion Si z es un nimero complejo, su valor absoluto (o médu-
lo) |z| es la raiz cuadrada no negativa de zZ; es decir, |z| = (zZ)"2.

La existencia (y la unicidad) de |z| se concluye a partir del Teorema
1.21 y la parte (d) del Teorema 1.31.

Notese que cuando x es real, es ¥ = x, y por consiguiente [x| = / x2.
Asique |x| = xsix =0, |x] = — xsix <0.
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1.33 Teorema Siendo z y w numeros complejos. Se tiene

(@) |z| >0 a menos que z=0, |0| =0,

® |z| = |z,
@ 2wl =|z||w],
(@) |Rez|<|z|,

@ |z+w|<|z| +|w|.

Demostracion (a) y (b) son evidentes. Sise hacez = a + bi, w = ¢
+ di, en donde «a, b, ¢, d real. Entonces

|zw|? = (ac — bd)? + (ad + be)* = (a® + b3)(c* + d?) = |z|2|w]?

o |zw|? = (|z||w]|)*. Ahora (c) deduce de la afirmacién de unicidad
del Teorema 1.21.
Para demostrar (d), notese que a2 < a*> + b?, por consiguiente

la| =\/a® < /a® + b

Para demostrar (e), notese que Zw es el conjugado de zw, asi
que ZwW + Zw = 2 Re (zw). Por lo tanto

|z+w|2=(z+ W)E+ W) =27 + z# + Zw + Wi
= |z|2 + 2 Re (zW) + |w|?
< |z|® +2|zw] + |w|?
= |z|2 +2|z|[w] + |w|* = (|2] + |w])%

Y por Gltimo se obtiene (e) extrayendo raiz cuadrada en ambos
miembros.

1.34 Notacidon Si x,..., x, son nimeros complejos, escribimos

X+ X+ X =) x5
Jj=1

Terminamos esta secciébn con una desigualdad importante, corriente-
mente llamada desigualdad de Schwarz.

1.35 Teorema Sia,,...,a,yb,..., b, son numeros complejos, serd

n | 2 n n
IZa,BJ <3 lal23 152
Jj=1 ji=1 Jji=1
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Demostracion Pongamos A = T|q|*; B = £|b|*; C = EZab, (en
todas las sumas de esta demostracion, j toma los valores 1,... n). Si
B =0,sera b, = -+ = b, = 0y la conclusion es obvia. Suponga-
mos, por tanto, que B > 0. Por el Teorema 1.31, tenemos

Y. |Ba; — Cb;|> = ¥ (Ba; — Cb;)(Ba; — Cb))
=B2Y |q|* ~ BCY a;b;— BCY a;b, + |C|2 ¥ |b;|?
= B’4 - B|C|?
= B(4B - |C[?).

Como cada término de la primera suma es no negativo, vemos que
B(4B—-|C|®=0.

Como B > 0, se sigue que AB — |C|*= 0, que es la desigualdad
deseada.

ESPACIOS EUCLIDIANOS

1.36 Definiciones Para cada entero positivo k, sea R* el conjunto de to-
das las k-adas ordenadas

X = (X, X5, 005 Xp)

donde x,,..., x, son nameros reales, llamados coordenadas de x. Los ele-
mentos de R* se llaman puntos, o vectores, especialmente cuando £ > 1.
Designaremos a los vectores por letras negritas. Siy = (3,..., ;) ¥ aun
namero real, haremos

X+y=01 +y, .. %+ ),
oxX = (0Xy, ...y 0Xg)

de modo que x + y € R* y ax € Rk, Esto define la adicibn de vectores, lo
mismo que la multiplicaciébn de un vector por un nimero real (un escalar).
Estas dos operaciones satisfacen las leyes conmutativa, asociativa y distribu-
tiva (la demostracion es elemental, comparando con las leyes analogas para
los nameros reales) y hacen de R* un espacio vectorial sobre el campo real.
El elemento cero de R* (a veces llamado origen o vector nulo) es el punto 0,
cuyas coordenadas son todas 0.

Definimos también el llamado «producto interior» (o escalar) de xy y
por

k
X'y= ileiyi
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y la norma de x por
" k 1/2
%l =02 = (3 x2)

La estructura asi definida (el espacio vectorial R* con el producto inte-
rior y la norma) es el llamado k-espacio euclidiano.

1.37 Teorema Supongamos X, y,z € Ry que a es un numero real. Serd:

(@) |x|=0;
) |x| =0, si, y solo si, x =0;
(c) |ox| =|a||x|;

@ |x-y| < |x||yl;
(e I|x+y|<I|x|+|yl;
N Ix-z|<|x-y|+|y—1z|.

Demostracion (a), (b) y (c) son evidentes y (d) es una consecuencia
inmediata de la desigualdad de Schwarz. Por (d) tenemos

Ix+y’=&+y) (x+y)
=X"X+2x'y+y'y
< |x]% +2ix||y] + |y|?
= (x| + {yD?%

con lo que queda demostrado (e). Finalmente, (f) se sigue de (e) si
sustituimos X por X — yyypory — z.

1.38 Nota El Teorema 1.37(a), (b) y () nos permite (véase Cap. 2) con-
siderar R* como un espacio métrico.

R! (el conjunto de todos los nimeros reales) suele llamarse recta, o
recta real. Del mismo modo a R? se le llama plano, o plano complejo (com-
parar las Definiciones 1.24 y 1.36). En estos dos casos la norma coincide con
el valor absoluto del niimero real o complejo correspondiente.

APENDICE

Se demostrara en este Apéndice el Teorema 1.19 construyendo R a partir de
Q. Esta construccion se dividira en varios pasos.

Paso 1 Los miembros de R seran determinados subconjuntos de Q, llama-
dos cortaduras. Por definicion, una cortadura es cualquier conjunto o« = Q
con las tres propiedades siguientes:



LOS SISTEMAS DE LOS NUMEROS REALES Y DE LOS COMPLEJOS 19

(I) « no es vacio, a # Q.
() Sipea qge Q,yq < p, entonces q € a.
(II) Sip € a, entonces p < r para algtn r € «.

Las letras p, q, r,... siempre denotaran ntimeros racionales, y «, @,
4,... Se usaran para simbolizar cortaduras.

Notese que (III) significa simplemente que o no tiene un miembro mas
grande; (II) implica dos hechos que se usaran con libertad:

Sipeayq ¢ a, entonces p < q.
Sir¢ ayr <s, entonces s ¢ «.

Paso 2 Al definir “a0 < 8’ esto significara que: o es un subconjunto pro-
pio de 8.
Comprobemos que esto cumple con los requisitos de la Definicion 1.5.
Sia < ByB < v, es evidente que o < v. (Un subconjunto propio de
un subconjunto propio es un subconjunto propio.) También es claro que a lo
mas una de las tres relaciones siguientes

a<p, o=, f<a

puede ser cierta para cualquier par «, 3. Para mostrar que al menos una es
cierta, supdngase que las primeras dos no lo son. Entonces o no es un sub-
conjunto de 3. De aqui que hay un p € @ con p ¢ §3. Si g € 8, se deduce
que ¢ < p (ya que p ¢ 3), en consecuencia ¢ € «, por (II). Entonces 3 <
«. Debido a que 8 # «, se concluye: 8 < a.

Es por esto que ahora R es un conjunto ordenado.

Paso 3 El conjunto ordenado R tiene la propiedad de la minima cota superior.

Para demostrar esto, supongamos que A es un subconjunto de R, y
que B € R es una cota superior de A. Definase a y como la union de todas
las « € A. Dicho de otra forma, p € v si y solamente si p € « para alguna «
€ A. Se demostrara a continuacién que y € Ry y = sup A.

Como A es no vacio, existe una «,, € A. Esta o, no es vacia. Ya que o,
c v, v es no vacia. En seguida, v < B (porque o = 8 para cada a € A),
y por lo tanto ¥ # Q. De aqui que v satisface la propiedad (I). Para probar
(I1) y (1), tomese p € y. Entonces p € o para alguna o, € A. Sig < p,
entonces g € «,, por esto g € v; esto demuestra (II). Si se selecciona r € «,
de tal forma que r > p, se ve que r € y (porque oy = v), y por lo tanto v
satisface (II1).

Asi que vy € R.

Es evidente que « < v para cada a € A.

Supéngase ahora que § < . Entonces hay uns € v y s ¢ §. Debido a
que s € v, s € o para alguna o € A. Poresto § < «, y 6 no es una cota su-
perior de A.
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Esto da el resultado deseado: ¢y = sup A.

Paso 4 Sia € Ry € R, se define « + 8 como el conjunto de todas las
sumas 7 + s, endonde r e a y s € G.

Se define también 0* como el conjunto de todos los nimeros raciona-
les negativos. Es claro que 0* es una cortadura. Se verificard que los
axiomas para la adicién (véase Definicidn 1.12) son ciertos en R, en donde
0* desempeila el papel de 0.

(Al) Se tiene que mostrar que oo + 8 es una cortadura. Es evidente
que o + B es un subconjunto de Q que no es vacio. Si se toman r’ ¢
a, s’ ¢ 8. Entonces r’ + s’ > r + s para cualesquierar € «, 5 € (.
Es por estoque r’ + s'¢ o« + 3. De aqui que o + @ tiene la pro-
piedad (I).

Sisetomap € o« + B. Entoncesp =r + s,conr € o, s € §.
Sig<p,esq-—-s<r,asig—-—-secoa,ygq=(@—5)+seuoa+
+ (. Entonces (II) se cumple. Si se escoge ¢t € o de tal manera que ¢
> r.Entoncesp <t + syt + s € a + (3. De donde (III) se cumple.
(A2) o + B eselconjunto detodoslosr + s,conr € a, s € 3. Por
la misma definicién, 8 + « es el conjunto de todos los s + r. Debido
aquer + s =s + rparatodore Q, s € Q, setienea + g =
=8 4+ a.

(A3) Como en el punto anterior, esto se deriva de la ley asociativa
en Q.

(A4) Sire ays e 0% entonces r + s < r, en consecuencia r + s
€ «. De aqui que o + 0* < «. Para obtener la inclusidbn opuesta,
tbmese p € o, yre a,r > p.Porloquep —re0*, yp=r+
+(P—r) € a + 0*. De donde ¢ = o + 0*. Se concluye que «
+ 0* = a.

(A5) Con a € R fijo y 8 el conjunto de todos los p con la propiedad
siguiente:

Exister > 0 tal que — p — r ¢ «a.

Dicho de otra manera, algin namero racional mas pequefio que
—p ya no esta en a.

Se mostraré que 3 € Ry o + 8 = 0*.

Sis¢ ayp= —5— 1,entonces — p — 1 ¢ «, de aqui que p
€ f3. De esta manera 3 no es vacio. Si ¢ € o, entonces — g € 8. Asi
B # Q. En consecuencia, 3 satisface (I).

Tomandounp € 8, yr > 0, de maneraque — p — r ¢ a. Si g
< p,entonces — g —r > — p — r,de aqui que — q — r ¢ a. Por
lo que g € B, y (II) se cumple. Poniendo ¢t = p + (r/2). Entonces ¢
>p,y—t—(/2) = — p—r ¢ a,de manera que ¢ € 3. En conse-
cuencia 8 satisface (III).

Se ha probado que 8 € R.
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Sireaysef,entonces — s ¢ a, porestor < — s, r + s
< 0. De aqui que o« + 8 < 0*.

Para probar la inclusién opuesta, tOmese v € 0*, y hagase w =
= — v/2. Entonces w > 0, y hay un entero n tal que nw € «, pero
(n + Dw ¢ «. (Notese que esto depende del hecho jde que Q tiene la
propiedad arquimediana!) Poniendo p = — (n + 2)w. Entonces p €
B, debidoaque — p — w ¢ a,y

v=nw+pea+p.

De aqui que 0* = a + 8.
Se concluye que o + 8 = 0*.
Por supuesto que esta 3 se denotara mediante — «.

Paso 5 Habiendo demostrado que la adicion definida en el Paso 4 satisface
los axiomas (A) de la Definicién 1.12, se concluye que la Proposicion 1.14 es
valida en R, y se puede probar uno de los requisitos de la Definicion 1.17:

Sia,B,vye Ry <+, entoncesa + 8 < a + #.

En verdad, es obvio de la definicibnde + enRquea + 8 < a + v;
si se tuviera @« + B = o + v, la ley de la cancelacion (Proposicién 1.14)
implicaria 8 = «.

También se deduce que o > 0* si y solamente si — o < 0*.

Paso 6 La multiplicacion en este contexto es un poco mas fastidiosa que la
adicion, debido a que los productos de racionales negativos son positivos.
Por esta razbn nos restringiremos primero a R*, el conjunto de todas las o €
R con a > 0*.

Six € R*y 8 € R*, entonces se define o8 como el conjunto de todos
losptalesquep < rspararea,se B, r>0,s >0.

Se define 1* como el conjunto de todos los ¢ < 1.

Entonces se cumplen los axiomas (M) y (D) de la Definicién 1.12, con
R* en lugar de F y 1* desemperia el papel de 1.

Las demostraciones son tan similares a las ofrecidas en el Paso 4 que
se omitiran.

En particular, nétese que el segundo requisito de la Definicién 1.17 se
cumple: Si @ > 0* y 8 > 0%, entonces a8 > 0*.

Paso 7 Se completa la definicion de la multiplicacion estableciendo que «0*
= 0*« = 0%, y
(—a}(—p) sia<O0* B <O0*
afp={—[(—a)f] sia<O* B>0%
~[e:(~P)] sia>0* p<O*
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Los productos del miembro derecho se definieron en el Paso 6.

Habiendo probado (en el Paso 6) que los axiomas (M) se cumplen en
R*, ahora es muy simple demostrarlos en R, por medio de la aplicacion repe-
tida de la identidad vy = — (—+) que es parte de la Proposicion 1.14. (Véase
el Paso 5.)

La demostracion de la ley distributiva

a(f+7)=0af +ay

se divide en varias partes. Por ejemplo, supongase que o > 0%, 3 < 0%, 3 +
+ v > 0*. Entonces vy = (8 + v) + (—p), y (debido a que ya se sabe que
la ley distributiva se cumple en R*)

ay =a(f +9) +a- (=f).

Pero o - (—B3) = — (o). Entonces

of + oy = a(f + y).

Las otras partes se tratan en la misma forma.
Se ha completado ya la demostracién de que R es un campo ordenado
con la propiedad de la minima cota superior.

Paso 8 Con cada r € Q se asocia el conjunto r* que consta de todos los p
e Q tales que p < r. Es evidente que cada r* es una cortadura; es decir,
r* e R. Estas cortaduras satisfacen las relaciones siguientes:

(@ r*+s*=(r+29)*
(b)  r*s* =(rs)*,
(c) r*<s*siysolosir<s.

Para probar (a) se escoge p € r* + s*. Entonces p = u + v, en donde
u < r, v <s. Enconsecuencia p < r + s, lo cual expresa que p € (r + s)*.

De manera inversa, supongase que p € (r + s)*. Entonces p < r + s.
Si se escoge ¢ tal que 2t = r + s — p, hagase

r=r—ts=s-1

Entoncesr’ e r*, s’ e s*yp =r’ + s’, de modo que p € r* + s*.
Esto demuestra (). La demostracion de (b) es similar.
Sir < s, entonces r € s*, pero r € r*; en consecuencia r* < s*.
Si r* < s* entonces hay un p € s* tal que p ¢ r*. En consecuencia r
=p <s,asiquer <s.
Esto demuestra (c).
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Paso 9 Como se vio en el Paso 8, el reemplazo de los nimeros racionales r
por las correspondientes ‘‘cortaduras racionales’ r* € R preserva las sumas,
productos y el orden. Esto puede expresarse también, diciendo que el campo
ordenado Q es isomorfo al campo ordenado Q* cuyos elementos son las cor-
taduras racionales. Por supuesto que r* no es de ninguna manera el mismo
que r, pero las propiedades que nos interesan (la aritmética y el orden) son
las mismas en los dos campos.

Esta identificacién de Q con Q* permite considerar a Q como un sub-
campo de R.

En términos de esta identificacion, la segunda parte del Teorema 1.19
se entiende bien. Notese que ocurre lo mismo cuando los nimeros reales se
consideran como subcampo del campo complejo, y esto sucede también en
" un nivel mucho mas elemental, cuando los enteros se identifican como un
subconjunto determinado de Q.

Es un hecho que dos campos ordenados cualesquiera con la propiedad
de la minima cota superior son isomorfos, pero esto no se demostrara aqui.
Por lo tanto, la primera parte del Teorema 1.19 caracteriza completamente
al campo real R.

Los libros de Landau y Thurston que se citan en la Bibliografia se de-
dican completamente a sistemas de nimeros reales. El capitulo 1 del libro de
Knopp contiene una descripcion mas pausada de como se puede obtener R a
partir de Q. Otra construccion presentada en la seccién 5 del libro de Hewitt
y Stromberg, define a cada nimero real como una clase de equivalencia de
sucesiones de Cauchy de nimeros racionales (véase el Cap. 3).

Dedekind inventd las cortaduras que se usaron en esta seccion. La
construcciéon de R a partir de Q por medio de sucesiones de Cauchy se debe
a Cantor. Cantor y Dedekind publicaron sus construcciones en 1872.

EJERCICIOS

A menos que se especifique lo contrario, todos los nimeros que se mencionen en es-
tos ejercicios seran reales.

Si r es racional (r # 0) y x es irracional, demuestre que r + x y rx son irracionales.
Demostrar que no hay ningiin nimero racional cuyo cuadrado sea 12.
Demostrar la Proposicion 1.15.

Sea E un subconjunto que no es vacio de un conjunto ordenado; supbngase que
« es una cota inferior de £ y 3 es una cota superior de E. Demostrar que «
= 6.

5. Sea A un conjunto de nimeros reales que no es vacio, que esta acotado inferior-
mente. Si —A es el conjunto de todos los nimeros —.x, en donde x € A. De-
mostrar que

oo

inf 4 = —sup(— A).
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6.

10.

11.

Sea b > 1 fijo.
{(a) Sim, n, p, g son enteros, n > 0,q > 0,y r = m/n = p/q, demostrar que

(bm)l/u —_ (bp)l e,

Por consiguiente tiene sentido definir b’ = (b™)'/".

(b) Demostrar que b"+s = b’bs si r y s son racionales.

(c) Si x es real, y se define B(x) como el conjunto de todos los niimeros b/, don-
de ¢ es racional y ¢ < x. Demostrar que

b" =sup B(r)
en la cual r es racional. En consecuencia tiene sentido definir
b* = sup B(x)

para cada real x.
(d) Demostrar que b*+» = b*b» para todos los reales x y y.

. Conb > 1, y > 0 fijos, demostrar que hay un real Gnico x tal que b* = y, al

completar el bosquejo siguiente. (A este x se le llama logaritmo de y de base b.)
(a) Para cualquier entero positivo n, " — 1 >n(b — 1).

(b) En consecuencia b — 1 >n(b**— 1).

(c)Sit>1yn > (b — 1)/(t — 1), entonces b*'" < 1.

(d) Si w es tal que b* < y, entonces b¥+(/" < y para un n suficientemente
grande; para ver esto apliquese la parte (¢) con t=y-b~".

(e) Si b* > y, entonces b*—(/m > y para un n suficientemente grande.

(f) Considerar A como el conjunto de todos los w tales que b* < y, y mostrar
que x = sup A satisface b* = y.

(g) Demostrar que x es nico.

Demostrar que en el campo complejo no puede definirse ninglin orden para que
éste se vuelva un campo ordenado. Sugerencia: —1 es un cuadrado.

Supbngase que z = a + bi, w = ¢ + di, y definase z < wsia < ¢, y también si
a = ¢, pero cuando b < d. Demostrar que esto convierte al conjunto de los na-
meros complejos en un conjunto ordenado. (Por razones obvias, a este tipo de
relacion de orden se le denomina orden diccionario o lexicogrdfico.) ;Tiene este
conjunto ordenado la propiedad de la minima cota superior?

Supfingase que z = a + bi, w = u + iv, y

B [w] + u\"? B || — u\*'?
a—(———-2 ’ b— 2 .

Demostrar que 22 = wsiu = 0y que (T¥ = wsiv < 0. Y concliyase que cada
namero complejo (con una excepcion) tiene dos raices cuadradas complejas.

Si z es un namero complejo, demostrar que existe un » = 0 y un namero comple-
jowcon |w| = 1 tal que z = rw. ;z determina siempre de manera Gnicaa wy r?
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Si z,..., 2, son complejos, demostrar que
|2+ 22+ + 2| <zl + |za| +00 + |zl
Si x, y son complejos, demostrar que

Hxl = Iyl < lx =yl

Si z es un nimero complejo tal que |z| = 1, esto es, tal que zZ = 1, calcular
[1+z]24 |1 —2z|2%
(En qué condiciones se produce la igualdad en la desigualdad de Schwarz?

Supongamos k = 3; X,y € R¥; |x — y| = d > 0,y r > 0. Demostrar:
(a) Si 2r > d hay una infinidad de z ¢ R* tales que

2= x| = |z—y| =r.

(b) Si 2r = d, hay solamente uno de tales z.

(¢) Si 2r < d, no hay tales z.

{Como se modificarian estas afirmaciones si k fuera 2 o 1?
Demostrar que

[x+y|2 +|x —y[? =2|x|* + 2]y|?

Si x € R¥y y € R*. Interpretarlo gecmétricamente, como una propiedad de los
paralelogramos.

Si k = 2y x € R¥, demostrar que existe y € R¥tal quey # Operox*y = 0.
¢Es también verdad si k = 1?

Suponer a € R¥ y b € R, Hallar ¢ € R¥ y r > 0 tales que

|x —a| =2|x—b|

si, ysolosi |[x—¢| =r.
(Solucion: 3¢ =4b—a, 3r =2|b—al.)

Refiriéndose al Apéndice, supbngase que la propiedad (II) se omite de la defini-
cion de cortadura, conservando las mismas definiciones de orden y la adicién.
Mostrar que el conjunto ordenado resultante tiene la propiedad de la minima
cota superior y que la adicion satisface los axiomas (A1) al (A4) (jcon un elemen-
to cero ligeramente diferente!) pero no el (AS).
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TOPOLOGIA BASICA

CONJUNTOS FINITOS, NUMERABLES Y NO NUMERABLES

Empezamos esta secciébn con una definicion del concepto de funcion.

2.1 Definicion Consideremos dos conjuntos A y B, cuyos elementos
pueden ser objetos cualesquiera, y supongamos que con cada elemento x de
A se asocia, de algin modo, un elemento de B que representaremos por
S(x). Se dice que f es una funcién de A en B (0 una aplicacion o mapeo de A
en B).

El conjunto A se lama dominio de definicion de f (también se dice que
f esta definida en A) y los elementos de f(x) se llaman valores de f. El con-
junto de todos los valores de f se llama rango de f.

2.2 Definiciobn Sean A y B dos conjuntos y f un mapeo o aplicacion de A
en B. Si E = A, se define f(E) como el conjunto de todos los elementos
f(x) para x € E. A f(E) le llamamos imagen de E bajo f. En esta notacion,
f(A) es el rango de f. Esta claro que f(4) < B. Si f(A) = B, decimos que f
mapea o aplica A sobre B. (Se utiliza la palabra sobre, admitiendo para ella
un significado mas especifico que el de en).

Si E = B, f~(E) representa el conjunto de todo x € A tal que f(x) €
E. Llamamos a f~'(E) imagen inversa de E bajo f. Si y € B,f~'(y) es el con-
junto de todos los x € A tales que f(x) = y. Si, paracada y € B, f~'(y) no
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esta integrado por mas de un elemento de A4 se dice que f es un mapeo 1-1
(uno a uno) de A en B. Esto puede expresarse también como sigue: f es un
mapeo 1-1 de A en B cuando f(x;) # f(x,) siempre que x; # x; x;, € 4; X,
e A.

(La notacion x; # Xx, significa que x, y x, son elementos diferentes; en
otro caso, escribiremos x; = x,).

2.3 Definicion Si existe un mapeo 1-1 de A sobre B, decimos que A y B
pueden ponerse en correspondencia 1-1, también llamada biunivoca, que A 'y
B tienen el mismo numero cardinal, o mas brevemente, que A y B son
equivalentes, y escribimos A ~ B. Esta relacion tiene las propiedades si-
guientes, como se ve claramente:

Es reflexiva: A ~ A.
Es simétrica: si A ~ B, también B ~ A.
Es transitiva: si A ~ By B ~ C, también A ~ C.

Toda relacion con estas tres propiedades, se llama relacion de equi-
valencia.

2.4 Definicion Para todo entero positivo n, sea J, el conjunto cuyos ele-
mentos son los nimeros enteros 1, 2,..., n, y J el conjunto formado por to-
dos los enteros positivos. Para todo conjunto A, decimos:

(a) A es finitosi A - J, para algin n (el conjunto vacio se conside-
ra finito).

(b) A es infinito si no es finito.

(c) A es numerablesi A ~ J.

(d) A es no numerable si no es ni finito ni numerable.

(e) A es a lo mas numerable si es finito o numerable.

Para dos conjuntos finitos A4 y B, evidentemente tenemos A ~ B si, y
solo si, A y B contienen el mismo namero de elementos. Para los conjuntos
infinitos, la idea «tener el mismo namero de elementos» es vaga, mientras
que la nocion de correspondencia 1-1 conserva su claridad.

2.5 Ejemplo Sea A el conjunto de todos los nimeros enteros. A es nume-
rable. Para verlo, consideremos la disposicion siguiente de los conjuntos A
y J:

-

A: 0
1

't\)n—-
»
>

Podemos, en este ejemplo, dar una formula explicita para una funcion
f de J en A que establece una correspondencia 1-1:
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JE (n par),

- (n impar).

2.6 Observacion Un conjunto finito no puede ser equivalente a uno de
sus subconjuntos propios. Sin embargo, esto es posible para conjuntos infi-
nitos, seglin se ve en el ejercicio 2.5, en el que J es un subconjunto propio
de A.

De hecho, podemos sustituir la Definiciéon 2.4(b) por la proposicion: A
es infinito, si es equivalente a uno de sus subconjuntos propios.

2.7 Definiciobn Por sucesién entendemos una funcion f definida en el con-
junto J de todos los enteros positivos. Si f(n) = x,, para n € J, se acos-
tumbra a representar la sucesion f por el simbolo {x,}, o a veces por x,, x,,
X, ... Los valores de f, esto es, los elementos x,, se llaman términos de la su-
cesion. Si 4 es un conjunto y x, € A para todo n € J, se dice que {x,} es una
sucesion en A, o una sucesion de elementos de A.

Obsérvese que los términos x,, X,, X;,... de una sucesiobn no necesitan.
ser distintos.

Como todo conjunto numerable es el rango de una funci6én 1-1 defini-
da en J, podemos considerar un conjunto numerable como el rango de una
sucesion de términos distintos. Hablando mas libremente, podemos decir que
los elementos de un conjunto numerable pueden ser «dispuestos en una
sucesiom».

A veces es conveniente sustituir J en esta definicion por el conjunto de
todos los enteros no negativos, esto es, comenzar con 0 en lugar de 1.

2.8 Teorema Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable A, es
numerable.

Demostraciobn Supongamos £ = A y que E es infinito. Disponga-
mos los elementos x de A en una sucesion {x,} de elementos distintos.
Construyamos una sucesion [n,} como sigue:

Sea n,, el menor entero positivo tal que x, € E. Elegidos
N,...,m_, (k=2,3,4,...), sean n, el menor entero mayor que n,_,
y tal que x, € E.

Poniendo f(k) = x,, (k =1, 2, 3,...) obtenemos una corres-
pondencia 1-1 entre E y J.

El teorema muestra que, hablando vulgarmente, los conjuntos
numerables representan la «menor» infinidad; un conjunto que no es
no numerable puede ser un subconjunto de uno numerable.
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2.9 Definicibn Sean A y Q dos conjuntos y supongamos que a cada ele-
mento o de A hay asociado un subconjunto de @ que representaremos
por E.,.

El conjunto cuyos elementos son los conjuntos E, se representara por
{E.}. En lugar de hablar de conjuntos de conjuntos, hablaremos a veces de
una coleccion de conjuntos, o de una familia de conjuntos.

Se define la unién de los conjuntos E, como el conjunto S tal que x €
S si, y solo si, x € E, para, al menos, un o € A. Usaremos la notacion

(¢)) S= U E,.
aeAd
Si A esta constituido por los enteros 1, 2,..., n escribiremos
2 S={ En,
m=1
o
(3) S'—-EIUEzU"'UEn.

Si A es el conjunto de todos los enteros positivos, la notacion usual es
0

@ s= ) En.
m=1

El simbolo oo indica simplemente en (4), que se toma la unioén de una
coleccion numerable de conjuntos, y no debe confundirse con los simbolos
+ o vy — oo introducidos en la Definicion 1.23.

Se define la interseccion de los conjuntos E, como el conjunto P tal
que x € P si, y solo si, x € E, para todo o € A. Usaremos la notacién

) P=()E,
ac A
o
6) P=(\E,=E,nE,n"' nE,,
m=1
o
) P=(\E,,
m=1

como para las uniones. Si A n B no es vacio, decimos que A y B se interse-
can; o de otro modo: son ajenos.

2.10 Ejemplos

(a) Supongamos que E, esta constituido por 1, 2, 3, y E, por 2, 3, 4.
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E, U E, estara constituido por 1, 2, 3, 4; mientras que £, n E, lo
estara por 2, 3.

(b) Sea A el conjunto de los nameros reales x tales que 0 < x < 1.
Para todo x € A, sea E, el conjunto de los nimeros reales y tales que
0 <y < x. Sera

@) E.cE, si,ysolosi,0<x<z<]1;
(i1) U E.=E;;

x€A
(iii) ) E, es vacio;

xed

(i) y (ii) son inmediatas. Para demostrar (iii), notemos que para todo
y>0y¢ E six <y Deaqui, que y ¢ () cqE;.

2.11 Observacion Muchas propiedades de las uniones e intersecciones son
completamente similares a las de las sumas y productos; a veces incluso se
utilizan las palabras suma y producto y se escriben los simbolos X y II en lu-

garde (J y ().

Las leyes conmutativas y asociativa se ven inmediatamente:

8) AUuB=BuU A4, AnB=Bn A.
&)) (AuB)uC=4uU(BuCl); ANnB)NnC=AnBnC(C)

Asi, la omision de paréntesis en (3) y (6) esta justificada.
También se conserva la ley distributiva:

(10) ANBUC)=(ANB)uU(nC).

Para demostrar esto, representemos el primer y segundo miembro de (10)
por E y F, respectivamente.

Supongamos x € E. Entonces; x e Ayxe Bu C,estoesx e Box
e C (es posible que en ambos). Por tanto, x e A n Box € A n C, de mo-
do que x € F. Asi pues, £ <« F.

Continuando: supongamos que x € F. Entonces, x e A n Box € A
n C. Estoes,x e A,yx e Bu C. Portanto,x € A n (B u C), de modo
que F < E.

De lo cual se deduce que F = E.

Resefiemos algunas otras relaciones que pueden demostrarse facilmente:

an AcAuUB,
(12) AnBc A

Si 0 representa un conjunto vacio, sera



TOPOLOGIA BASICA 31

13) Au0=A4, An0=0.

Sid ¢ B:

(14) AV B=B, AN B=A.

2.12 Teorema Sea {E,)}, n = 1,2, 3,... una sucesiéon de conjuntos nume-

rables y hagamos
(15) S=\JE,.
S es numerable.

Demostracion Dispongamos cada conjunto E, €n una sucesion {x,, },
conk =1, 2, 3,... y consideremos la disposicion en cuadro infirito:

(16)
en la que lc, elementos de E, constituyen la fila n-sima. El cuadro
contiene todos los elementos de S. Estos elementos pueden disponerse
en una sucesion como indican las flechas.

a7 Xpys X215 X125 X315 X225 X135 X415 X325 X235 X145 -+

Si dos cualesquiera de estos conjuntos E, tienen elementos comunes,
apareceran mas de una vez en (17). Por tanto, hay un subconjunto T’
del conjunto de todos los enteros positivos, tal que S ~ 7, lo que de-
muestra que S es a lo sumo numerable (Teorema 2.8). Como £, <« S
y E, es infinito, S es infinito y, por tanto, numerable.

Corolario Supongamos que A es a lo sumo numerable, y para cada a € A,
B, es a lo sumo numerable. Hagamos

T={)B..

acd

T serd también a lo sumo numerable.
Puesto que T es equivalente a un subconjunto de (15).

2.13 Teorema Sea A un conjunto numerable y B, el conjunto de todas las
n-tuplas (a,,..., a,), donde a. € A (k = 1,... n) sin que los elementos
a,..., a, necesiten ser distintos. B, es numerable.

Demostracion Que B, es numerable es evidente, pues B, = A. Su-
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pongamos que B, , es numerable (n = 2, 3, 4,...). Los elementos de
B, son de la forma

(18) (b, a) (beB,_;,ac A).

Para cada b dado, el conjunto de pares (b,a) es equivalente a A4, y
por tanto numerable. Asi pues, B, es la unién de un conjunto nume-
rable de conjuntos numerables. Por el Teorema 2.12, B, es
numerable.

El teorema se demuestra por induccidn.

Corolario E! conjunto de todos los numeros racionales es numerable.

Demostracion Aplicaremos el Teorema 2.13, con n = 2, haciendo
observar que todo nimero racional r es de la forma b/a, siendoay b
enteros. El conjunto de pares (a,b) y por tanto el de las fracciones
b/a es numerable.

De hecho, también es numerable el conjunto de todos los niimeros al-
gebraicos (ver Ejer. 2).

Que no todos los conjuntos infinitos son numerables, se ve en el si-
guiente teorema. '

2.14 Teorema Sea A el conjunto de todas las sucesiones cuyos elementos
son los digitos 0 y 1. Este conjunto A, es no numerable,

Los elementos de A4 se disponen en sucesién como sigue: 1, 0, 0, 1, 0,
1, 1, 1,....

Demostracion Sea E un subconjunto numerable de A y supongamos
E constituido por las sucesiones s, S, S;,... Construimos una suce-
sibn s como sigue: si el digito n-ésimo en s, es 1, hacemos que el
n-ésimo de s sea 0, y viceversa. La sucesiébn s difiere, pues, de cada
elemento de E al menos en un lugar; por tanto, s ¢ E. Pero es claro
que s € A, por lo cual E es un subconjunto propio de A.

Hemos demostrado que todo subconjunto numerable de 4 es un
subconjunto propio de A. Se deduce de aqui que A es no numerable
(porque de otro modo A seria un subconjunto propio de A4, lo que es
absurdo).

La idea de la demostracion anterior fue utilizada primeramente por
Cantor y se llama proceso diagonal de Cantor, porque si las sucesiones s, $,,
S;,... estan colocadas en una disposicion como en (16), los elementos de la
diagonal son los que intervienen en la construccion de la nueva sucesion.

Los lectores que estén familiarizados con la representacién binaria de
los niimeros reales (base 2 en lugar de 10) se daran cuenta de que el Teorema
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2.14 implica que el conjunto de todos los nimeros reales es no numerable.
Daremos una segunda demostracién de este hecho en el Teorema 2.43.

ESPACIOS METRICOS

2.15 Definicibn Un conjunto X cuyos elementos llamaremos puntos, se
dice que es un espacio métrico si a cada dos puntos p y g de X hay asociado
un namero real d(p,q) llamado distancia de p a g, tal que

(a) d(p,q)>0sip#gq;dp,p)=0;
(b) d(p,q) =d@q,p);
(¢) d(p,q) <d(p,r) + d(r,q), para todo r € X.

Cualquier funciébn con las tres propiedades anteriores se llama funcién
distancia o métrica.

2.16 Ejemplos Los ejemplos mas importantes de espacios métricos, desde
nuestro punto de vista, son los espacios euclidianos R*, especialmente R! (la
recta real) y R? (el plano complejo); la distancia en R* se define por

(19) dx,y)=|x-y|l (X yeR".

Por el Teorema 1.37, las condiciones de la definicibn 2.15 quedan satisfechas
por (19).

Es importante observar que todo subconjunto Y de un espacio métrico
X, es a su vez un espacio métrico, con la misma funcién distancia; porque
esta claro que si se cumplen las condiciones (a) a (c) de la Definicién 2.15
para p, q, r € X, también se cumpliran si imponemos a p, g, r la condicién
restrictiva de pertenecer a Y.

Asi pues, todo subconjunto de un espacio euclidiano, es un espacio
meétrico. Otros ejemplos son los espacios € (K) y £?2 (), que se tratan en
los capitulos 7 y 11, respectivamente.

2.17 Definicion Por segmento (a,b) queremos significar el conjunto de
todos los niimeros reales x tales que a < x < b.

Por intervalo [a,b] entendemos el conjunto de todos los numeros
reales x tales que a < x < b,

Ocasionalmente encontraremos «intervaios semi-abiertos» [a,b) y
" (a,b], el primero de los cuales esta constituido por todo x tal que @ < x <
b, y el segundo por todo x para el cual a < x < b.

Siag < b, parai = 1,..., k, el conjunto de todos los puntos, x =
= (x,..., X,) en R, cuyas coordenadas satisfacen las desigualdades g, < x,
< b (1 < i =< k) se llama celda-k. Asi, una celda-1 es un intervalo, una
celda-2 un rectangulo, etc.
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Six € Ry r > 0, se define la bola abierta (o cerrada) B con centro en
x y radio r como el conjunto de todoy € R* tal que |y — x| <r(oy — x|
<r).

Llamaremos convexo a un conjunto £ < R*, si

X+ (l—-AyeFE

cuandox € E,ye Ey0 <\ < 1.
Por ejemplo, las bolas son convexas. Porque si |y — x| < r |z — x|
<r,y0 < A<, tenemos

|2y + (1 = Dz — x| = [Ay ~ x) + (1 — Dz — x)|
<Aly—-x|+Q=Djz—-x| <lr+(1=Vr=r.

La misma demostracion se aplica a las bolas cerradas. Es también facil de
ver que las celdas-k son convexas.

2.18 Definicion Sea X un espacio métrico. Se entiende que todos los pun-
tos y conjuntos mencionados a continuacion son elementos y subconjuntos
de X.

(a) Vecindad (o entorno) de un punto p es un conjunto N, (p) for-
mado por todos los puntos g tales que d(p,q) < r. Al namero r
se le llama radio de N, (p).

(b) Un punto p es un punto limite del conjunto E si toda vecindad
de p contiene un punto ¢ # p tal que g € E.

(c) Sip e Ey pnoesun punto limite de E, a p se le llama punto
aislado de E.

(d) E es cerrado si todos sus puntos limites pertenecen a él.

(¢) Un punto p es interior a E si existe una vecindad N de p tal que
N < E.

(f) E es abierto si todos sus puntos son interiores.

(g) El complemento de E (representado por E‘) es el conjunto de
todos los puntos p € X tales que p ¢ E.

(h) E es perfecto si es cerrado y todos sus puntos son puntos
limites.

(i) E es acotado si hay un numero real M y un punto g € X tales
que d(p,q) < M paratodop € E.

(j) E es denso en X si todo punto de X es punto limite de E, 0 pun-
to de £ (o ambas cosas a la vez).

Observemos que en R' las vecindades son segmentos, mientras que en
R? son circulos.

2.19 Teorema Toda vecindad es un conjunto abierto.
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Demostracion Consideremos una vecindad £ = N, (p), y sea g un
punto cualquiera de E. Hay un namero real positivo A, tal que

d(p,q) =r—h.
Para todo punto s para el cual d(q,s) < h tendremos, pues
d(p,s)<d(p,q)+d(q,s)<r—h+h=r,

de modo que s € E. Asi pues, g es un punto interior de E.

2.20 Teorema Sip es un punto limite de un conjunto E, toda vecindad de
p contiene infinitos puntos de E.

Demostracion Supongamos que hay una vecindad N de p que sola-
mente contiene un nimero finito de puntos de £. Sean gq,, ..., g, €s0s
puntos de N n E que son distintos de p, y hagamos

r = min d(p, q.,)

i1<msn

[usaremos esta notacién para expresar el menor de los nimeros
dp,q),..., d(p.q,)]. El minimo de un conjunto finito de nime-
ros positivos es, evidentemente, positivo, de modo que r > 0.

La vecindad N.(p) no contiene ningiin punto g de E tal que g #
# p, de modo que p no es punto limite de E. Esta contradiccion, de-
muestra el teorema.

Corolario Un conjunto finito de puntos no tiene puntos limites.

2.21

Ejemplos Consideremos los siguientes subconjuntos de R*:

(a) EI conjunto de todos los niimeros complejos z tales que |z]
< .

(b) EI conjunto de todos los nimeros complejos z tales que |z]
< 1.

(c) Un conjunto finito.

(d) El conjunto de todos los enteros.

(e) El conjunto constituido por los numeros 1/n(n = 1, 2, 3,...).
Notemos que este conjunto E tiene un punto limite (éste es, z = 0),
pero ningun punto de E es punto limite, con lo que se ve la diferencia
entre poseer un punto limite y contenerle.

(/) El conjunto de todos los nameros complejos (esto es, R?).

(g) El segmento (a,b).
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Observemos que (d), (e) y (g) pueden ser considerados también como
subconjuntos de R'. ;

A continuacidn se expresan en una tabla algunas propiedades de estos
conjuntos:

Cerrado Abierto Perfecto Acotado

(a) No Si No Si
b) Si No Si Si
(c) Si No No Si
) Si No No No
(e) No No No Si
) Si Si Si No
(9] No No Si

En (g) hemos dejado la segunda columna en blanco. La razéon es que el
segmento (a,b) no es abierto si le consideramos como un subconjunto de R2,
pero si es un subconjunto abierto de R!.

2.22 Teorema Sea |E.} una coleccién (finita o infinita) de conjuntos E,.
Serd:

(20) (L) E.)‘ = {’] (E).

Demostracion Sean A y B el primero y el segundo miembro de (20).
Six € A, entonces x ¢ U, E,; por tanto x ¢ E, para cualquier o, y x
€ E< para todo o, de modo que x € N E:. Asi pues, A = B.
Inversamente, si x € B, estara x € E¢ para todo o, y x ¢ E, pa-
ra cualquier «, y de aqui x ¢ U, E,, de modo que x € (U. E.)¥. Asi
pues, B < A.
Se deduce pues, que A = B.

2.23 Teorema Un conjunto E es abierto, si y solo si su complemento es
cerrado.

Demostracién Supongamos, primeramente que E¢ es cerrado, y eli-
jamos un x € E. En este caso, x ¢ E°y x no es punto limite de E*.
Por tanto, existe una vecindad N de x tal que Ec n N es vacio, esto
es, N = E. Este x es un punto interior de E y E es abierto.

Ahora, supongamos E abierto y sea x un punto limite de E°.
Cada vecindad de x contiene un punto de E¢, de modo que x no es
punto interior de E. Como E es abierto, esto significa que x € E°, de
donde se deduce que E¢ es cerrado.

Corolario Un conjunto F es cerrado si, y solo si, su complemento es abierto.
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2.24 Teorema

(@) Para toda coleccién {G.} de conjuntos abiertos, . G. es abierto.
(b) Para toda coleccién {F,} de conjuntos cerrados, \«F, es cerrado.
(¢) Para toda coleccion finita G,,..., G, de conjuntos abiertos,()i=1
G, es abierto.

(d) Para toda coleccién finita F,,..., F, de conjuntos cerrados,
Ui=1F, es cerrado.

Demostracion Hagamos G = |J, G.. Si x € G, tendremos que x €
G, para algin «. Como x es un punto interior de G,, es también un
punto interior de G, y G es abierto, lo que demuestra (a).

Por el Teorema 2.22,

(21 (ﬂ F¢)° = (F),
4 a
y F¢ es abierto, por el Teorema 2.23. Por tanto (@) implica que (21)
es abierto y, por tanto, (). F, cerrado.
Ahora, hagamos H ={/-,G,. Para todo x € H, existen vecin-
dades N, de x, con radios 7, tales que N, = G. (i = 1,..., n). Hagamos

r=min(r,...,r,),

y sea N la vecindad de x de radio r. Entonces, N < G, para | =
=1,..., nde forma que N = H, y H es abierto.
Tomando complementos de (c¢) se deduce (d):

2.25 Ejemplos En los apartados (c) y (d) del teorema precedente es esen-
cial el caracter finito de las colecciones. Para verlo, sea G, el segmento
11 . .

(—;l, ;) (n =1, 2, 3,...): G, es un subconjunto abierto de R!.
Hagamos G =();%1G,; G estara constituido por un solo punto (esto es, x =
= 0) y no es, por consiguiente, un subconjunto abierto de R!.

Asi, pues, la interseccion de una coleccién infinita de conjuntos abier-
tos no es necesariamente abierta. Del mismo medo, la unibn de una colec-
cién infinita de conjuntos cerrados no es necesariamente cerrada.

2.26 Definiciébn Si X es un espacio métrico, £ =« X y E’ representa al
conjunto de todos los puntos limite de E en X, entonces la cerradura* de E
eselconjunto £ = E y E’.

*N. del E.: En Espaiia y Sudameérica, clausura.
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2.27 Teorema Si X es un espacio métrico y E < X, entonces

(@) E es cerrado,
(b) E = E si, y solo si, E es cerrado,
(¢) E < F para cada conjunto cerrado F = X tal que E < F.

De (a) y (¢) es facil ver que E es el subconjunto cerrado mas pequesio
de X que contiene E.

Demostracion

(@) Sipe Xyp ¢ E, entonces p no es punto de E ni tampoco pun-
to limite de E. Por consiguiente, p tiene una vecindad que no intersec-
ta E. Por tanto €l complemento de E es abierto. De aqui que E es
cerrado.

(b) Si E = E, (a) implica que E es cerrado. Si E es cerrado, enton-
ces E’ = E [por las Definiciones 2.18(d) y 2.26]; por lo tanto E = E.
(¢) Si Fescerradoy F » E, entonces F o F’, de aqui que F
> E’.EBEstoes F o E.

2.28 Teorema Sea E un conjunto de niumeros reales acotado superiormen-
te y que no es vacio. Si y = sup E. Entonces y € E. Por consiguiente y € E
si E es cerrado.

Comparese esto con los ejemplos de la seccion 1.9.

Demostracion Si y € E, entonces y € E. Supongase que y ¢ E. En-
tonces para cada b > Q existe unpuntox € Etalquey — h < x <
¥, porque de otra forma y — 4 seria una cota superior de E. De aqui
que y es un punto limite de E. Por consiguiente, y € E.

2.29 Observacion Supongamos £ < Y < X, siendo X un espacio métri-
co. Decir que E es un subconjunto abierto de X significa que a cada punto p
€ E hay asociado un namero positivo r, tal que las condiciones d(p,q) < ry
g € X implica que g € E. Pero hemos visto anteriormente (Sec. 2.16) que Y
es también un espacio métrico, por lo que nuestras definiciones se pueden
hacer igual con Y. Para ser mas explicitos, diremos que E es abierto relativo
en Y si acada p € E hay asociado un r > 0, tal que ¢ € E cuando d(p,q) < r
y g € Y. El Ejemplo 2.21(g) mostrd que un conjunto puede ser abierto rela-
tivo en Y sin ser un subconjunto abierto de X. Sin embargo, hay una relacion
sencilla entre estos conceptos, que estableceremos ahora.

2.30 Teorema Supongamos Y < X. Un subconjunto E de Y es abierto re-
lativo en Y si, y solo si E = Y n G para algun subconjunto abierto G de X.
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Demostraciéon Supongamos que E es abierto relativo en Y. Para ca-
da p € E hay un niimero positivo r,, tal que las condiciones d(p,q) <
r, ¥ q € Y implican que g € E. Sea V, el conjunto de todos los g
X, tales que d(p,q) < r, y definamos

G=V,.
peE

Por los Teoremas 2.19 y 2.24, G sera un subconjunto abierto de X.

Comop € V,paratodop € E,esclaroque E « G n Y.

Por nuestra eleccion de V,, tenemos que ¥V, n Y < E para to-
dope E,demodoque G Y c E.Asipues, E= G n Y, conlo
que queda demostrada la mitad del teorema.

Inversamente, si G es abiertoen Xy E = G n Y, todop € E
tiene una vecindad ¥, < G. Por tanto, ¥V, n Y < E, de modo que
E es abierto relativo en Y,

CONJUNTOS COMPACTOS

2.31 Definicion Llamaremos cubierta abierta de un conjunto E en un espa-
cio métrico X a la coleccidon {G,} de subconjuntos abiertos de X, tales que E

< Uy Ge-

2.32 Definicibn Se dice que un subconjunto K de un espacio métrico X es
compacto si toda cubierta abierta de K contiene una subcubierta finita.

Mas explicitamente, la condicibn es que si {G.} es una cubierta abierta
de K, hay un nimero finito de indices «,,... «,, tales que

KcG,, v ugG,,.

La nociébn de compacticidad es de gran importancia en anélisis, espe-
cialmente en relacién con la continuidad. (Cap. 4).

Se ve claramente que todo conjunto finito es compacto. La existencia
de una extensa clase de conjuntos compactos infinitos en R4, se deduce del
Teorema 2.41.

Ya hemos observado (en la Sec. 2.29) que si £ <« Y < X, E puede
ser abierto relativo en Y, sin ser abierto relativo en X. La propiedad de ser
abierto depende, pues, del espacio en el que estd sumergido E. Igualmente es
cierto para la propiedad de ser cerrado.

Sin embargo, es méas facil utilizar la compacticidad, del modo que
vamos a ver. Para formular el préoximo teorema, diremos provisionalmente,
que K es compacto relativo en X si se cumplen las condiciones de la Defini-
cion 2.32.

2.33 Teorema Supongamos K <« Y < X. K es compacto relativo en X
si, y solo si K es compacto relativo en Y.
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En virtud de este teorema podemos, en muchos casos, considerar con-

juntos compactos como espacios métricos en si mismos, sin prestar atencion
al espacio que los contiene. En particular, aunque tiene escaso sentido hablar de
espacios abiertos o cerrados (todo espacio métrico X es un subconjunto
abierto de si mismo, asi como también un subconjunto cerrado de si mismo),
tendra sentido hablar de espacios métricos compactos.

(22

23)

Demostraciébn supongamos K compacto relativo en X, y sea {V,}
una coleccion de conjuntos, abierta relativa en Y, tal que K < {J, V..
Por el Teorema 2.30, existen conjuntos G,, abiertos relativos en X,
tales que ¥V, = Y n G, para todo o; y como K es compacto relativo
en X, tendremos:

Kc G, v UG,

para cierta eleccidbn de un nimero finito de indices ¢,..., a,. Como
K < Y (22) implica que

KcV, v--uV,.

Lo que demuestra que K es compacto relativo en Y.

Inversamente, supongamos que K es compacto relativo en Yy
sea {G,} una coleccién de subconjuntos abiertos de X que cubre a K.
Hagamos V, = Y n G,: (23) se cumplira para cierta eleccibn de
a,..., O, Yy como V, = G, (23) implica (22); lo que completa la
demostracion.

2.34 Teorema Los subconjuntos compactos de espacios métricos, son
cerrados.

Demostracion Sea K un subconjunto compacto de un espacio métri-
co X. Demostraremos que el complemento de K es un subconjunto
abierto de X.

Supongamos p € Xy p ¢ K. Siq € K, sean V, y W, vecindades
de p y g, respectivamente, de radios menores que d(p,q) [ver la De-
finiciébn 2.18(a)]. Como K es compacto, hay un namero finito de pun-
tos q,,..., g, en K, tales que

KW, u--UW, =W
Si V= V:n N ... n V,, Vesuna vecindad de p que no interseca a

W. Por tanto, V < K¢, de modo que p es un punto interior de K<;
de donde se deduce el teorema.
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2.35 Teorema Los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos, son
compactos.

Demostracion Supongamos F « K < X; F cerrado (relativo en X)
y K compacto. Sea {V,.} una cubierta abierta de F. Si se aflade F* a
{V.}], se obtiene una cubierta abierta @ de K. Como K es compacto,
hay una subcoleccién finita ® de @ que cubre a K y, por tanto, a F. Si
F< es un elemento de ®, podemos sacarle de®, quedando aun una cu-
bierta abierta de F. Hemos demostrado asi que una subcoleccion fini-
ta de {V.} cubre a F.

Corolario Si F es cerrado y K compacto, F n K es compacto

Demostracion Los Teoremas 2.24(b) y 2.34, demuestran que F n K
es cerrado; como F n K <« K, el teorema 2.35 demuestra que F n
K es compacto.

2.36 Teorema Si {K.} es una coleccion de subconjuntos compactos de un
espacio métrico X, tal que la interseccién de toda subcoleccién finita de (K.}
es no vacia, (\ K, es no vacia.

Demostracibn Tomemos un elemento K, de {K,} y hagamos G, =
= K¢. Admitamos que ningitn punto de K, pertenece a todos los X,.
En estas condiciones, los conjuntos G, forman una cubierta abierta

de K,, y como K, es compacto, hay un namero finito de indices
...y, tal que K, « G, U -+ U G,,. Pero esto significa que

KinK,,n-nKk,,
es vacio, en contra de la hipotesis.

Corolario Si {K,} es una sucesién de conjuntos compactos no vacios, tales
queK, o K,,, (n = 1,2,3,..),NT K, es no vacio.

2.37 Teorema Si E es un subconjunto infinito de un conjunto compacto
K, E tiene un punto limite en K.

Demostracion  Si ningiin punto de K fuera punto limite de E, todo ¢
€ K tendria una vecindad V, que contendria a lo més un punto de E
(esto es, q si g € E). Esta claro que ninguna subcoleccion finita de
{V,} puede cubrir a E; y lo mismo sucede con K, luego E < K, lo
que contradice la compacticidad de K.

2.38 Teorema Si {I,} es una sucesion de intervalos en R', tal que I, >
I, (n=1,2,3,..),N7 1 es no vacia.
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2.39

Demostracion Si I, = [a,,b,], sea E el conjunto de todos los a,. E
sera no vacio y acotado superiormente (por b,). Sea x el sup de E. Si
m y n son enteros positivos:

an < am+n s bm+n Sbm H

de modo que x < b,, para todo m. Como es obvio que a, < x, vemos
quex € I, param=1,2,3,...

Teorema Sea k un entero positivo. Si {I,} es una sucesién de celdas-

k, talesquel, > I,,.,(n =1,2,3,..),N¢ 1 es no vacio.

2.40

Demostracion Supongamos que I, consta de todos los puntos x =
= (X,..-, X ), tales que

a,,,ijij,,,j (1 SjSk;'n=1,2,3,...),

y hagamos I, = [a,, b,;]. Para cada j, la sucesion {I, ;} satisface la hi-
potesis del Teorema 2.38. Por tanto, existen nameros reales x; (1 < j
< k), para los cuales

a,;<x;<b,; (<j<k;n=123,..).

Llamando x* = (x{,..., x;), vemos que x* € [, paran = 1, 2, 3,...
de lo que se deduce el teorema.

Teorema Toda celda-k es compacta.

Demostraciébn Sea I,una celda-k constituida por todos los puntos x
= (%,..., %), talesque g < x, < b, (1 = j < k). Hagamos

Sera |x —y| <8,sixel,eye L

Supongamos, para llegar a una contradicciébn, que existe una
cubierta abierta {G.} de I que no contiene ninguna subcubierta finita
de I. Hagamos ¢, = (a; + b;)/2. Los intervalos [a,c] y [c,b] deter-
minaran 2¢ celdas-k Q,, cuya union es /. Al menos uno de estos con-
juntos Q;, que llamamos , no puede ser cubierto por ninguna subco-
leccion finita de {G.} (de otro modo I podria ser asi cubierto). A
continuacion, dividiremos J, y continuaremos el proceso, obteniendo
asi una sucesion {Z,} con las siguientes propiedades
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(a) 1311312313:)"';
(b) I, no es cubierto por ninguna subcoleccion finita de {G,]}
(¢) Sixel,yyel, |x —y| =2"3.

Por (a) y el Teorema 2.39, hay un punto x* que pertenece a to-
do I,. Para algin «, x* € G,. Como G, es abierto, existe un r > 0,
tal que |y—x*| <r implica que y € G.. Si n es tan grande que 2-"6 <
r (tal n existe, porque de otro modo seria 2" <§/r para todo entero
positivo n, 1o que es absurdo) porque R es arquimediano (c¢) implica
que I, = G.,, lo que esta en contradiccion con (b), quedando comple-
ta la demostracion.

La equivalencia de (@) y (b) del prébximo teorema, se conoce por teore-
ma de Heine-Borel.

2.41 Teorema Siun conjunto E en R* tiene una de las tres propiedades si-
guientes, tiene también las oiras dos.

(@) E es cerrado ‘ ¥y acotado
(b) E es compacto
(¢) Todo subconjunto infinito de E tiene un punto limite en E.

Demostracion Si se cumple (@) E < [ para alguna celda-k 7y se de-
duce (b) de los Teoremas 2.40 y 2.35. El Teorema 2.37 demuestra que
(b) implica (c). Queda por demostrar que (c¢) implica (a).

Si E no es acotado, contiene puntos x, con

X, >n (n=1,2,3,..)).

El conjunto S constituido por estos puntos x, es infinito y se ve inme-
diatamente que no tiene ningan punto de limite en R* y, por tanto, en
E, por lo que (¢) tiene como consecuencia que E es acotado.

Si E no es cerrado, hay un punto x, € R* que es punto limite de
E, pero no pertenece a E. Paran = 1, 2, 3,... existen puntos x, € E,
tales que |x, — X,| < 1/n. Sea S el conjunto de estos puntos x,: S se-
r4 infinito (de otro modo |x, — x,| tendria un valor positivo constan-
te para infinitos n) y tiene a x, como punto limite y no tiene ningiin
otro en R, porque siy € R*yy # X, seria

Ixn_yl 2 |x0_Y| - Ixn_xol

1 1
2 |xo Y| -;25|Xo—)’|
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para todos los valores de n, excepto un numero finito de ellos, 1o que
demuestra que y no es punto limite de S (Teorema 2.20).

Por tanto, S no tiene puntos limite en E; por 1o que E debe ser
cerrado si se cumple (c).

Debemos hacer notar, en este punto, que (b) y (c) son equivalentes en
todo espacio métrico (Ejer. 26), pero que (a), en general, no implica (b) y
(c). Se dan ejemplos en el Ejercicio 16 y en el espacio 22, tratado en el
capitulo 11.

2.42 Teorema (Weierstrass) 7odo subconjunto infinito acotado de R*
tiene un punto limite en R*.

Demostraciébn Por ser acotado, el conjunto E en cuestion es un sub-
conjunto de una celda-k I « R*. Por el Teorema 2.40, I es compac-
to; y, por tanto, E tiene un punto limite en I, por Teorema 2.37.

CONJUNTOS PERFECTOS

2.43 Teorema Sea P un conjunto perfecto no vacio en Rx. P es no
numerable.

Demostracion Como P tiene puntos limite, debe ser infinito. Supon-
gamosle numerable y representemos sus puntos por X,, X, X;,...
Construiremos una sucesion {V¥,} de vecindades, como sigue:

Sea V¥, una vecindad de x,. Si V, contiene a todo y € R*, tal que
|y — x,| <r, se define la cerradura V, correspondiente, como el con-
junto de todos los y € R*, tales que |y — x| <r.

Supongamos que se ha construido V, de modo que V, n P es
no vacio. Como todo punto de P es punto limite de P, hay una vecin-
dad V,,,, talque () ¥,,, = V,; (i) x, € V,,,; (iii) ¥,,, n Pesno
vacio. Por (iii), V,,, satisface nuestras hipétesis inductivas y puede
realizarse la construccion.

Hagamos K, = V, n P. Como V, es cerrado y acotado, V, es
compacto. Como x, ¢ K,,, ningan punto de P pertenece a7 K,. Co-
mo K, < P, esto significa que (17K, es vacio. Pero todo K, es no
vacio por (iii) y K, > K,,, por (i), lo que contradice al corolario del
Teorema 2.36.

Corolario Todo intervalo [a,b] (a < b) es no numerable. En particular, el
conjunto de todos los numeros reales es no numerable.

2.44 El conjunto de Cantor EIl conjunto que vamos a construir, ahora de-
muestra que existen conjuntos perfectos en R' que no contienen ningan
segmento.
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Sea E, el intervalo [0,1]. Separemos el segmento (4, %), y sea E, la
reunion de los intervalos.

[0, 4] (%, 11.

Separemos los tercios centrales de estos intervalos, y sea E, la unién de los
intervalos

[0, §1, [3, 31 I3, 31, [ 1}.

Continuando de este modo; obtenemos una sucesidon de conjuntos compac-
tos E,, tales que

(a) E‘DE23E3D"';
(b) E, es la union de 2" intervalos, cada uno de longitud 3—.

El conjunto

se llama conjunto de Cantor. P es, evidentemente, compacto y el Teorema
2.36 demuestra que es no vacio.

Ningan segmento de la forma

(24

(3k+1 3k+2)
3’ 3m )

donde k y m son enteros positivos, tiene un punto coman con P. Como todo
segmento (a,B3) contiene a un segmento de la forma (24), si

B—ua

3-"' < >
6

P no contiene a ninglin segmento.

Para demostrar que P es perfecto basta hacer ver que no contiene nin-
gan punto aislado. Sea x € Py S un segmento que contiene a x. Sea I, ¢l in-
tervalo de E, que contiene a x. Elijamos n suficientemente grande para que
I, « Syseax, un extremo de /, tal que x, # x.

De la construccién de P se deduce que x, € P, por lo que x es un pun-
to limite de P y éste es perfecto.

Una de las propiedades mas interesantes del conjunto de Cantor es que
nos proporciona un ejemplo de conjunto no numerable de medida cero (el
concepto de medida, se estudiara en el Cap. 11).
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CONJUNTOS CONEXOS

2.45 Definicibn Dos subconjuntos A y B de un espacio métrico X se dice
que son separados siA n By A n B son vacios, es decir, si ningin punto
de A pertenece a la cerradura de B y ningin punto de B pertenece a la cerra-
dura de A.

Un conjunto E < X se dice que es conexo si E no es la union de dos
conjuntos separados que no son vacios.

2.46 Observacidon Es obvio que los conjuntos separados son ajenos, pero
los conjuntos ajenos no necesariamente son separados. Por ejemplo, el inter-
valo [0, 1] y el segmento (1, 2) no son separados, debido a que 1 es un punto
limite de (1, 2). No obstante, los segmentos y (G, 1) son separados.

Los subconjuntos conexos de la recta real tienen una estructura par-
ticularmente sencilla:

2.47 Teorema Un subconjunto E de la recta real R' es conexo si, y sola-
mente si tiene la siguiente propiedad: Si x € E, y € E, y x < 7 <y, enton-
ces 7 € E.

Demostracion Si existe x € E, y € E, y algin z € (x,y) tal que z ¢
E, entonces E = A, u B, donde

A, =FEn (—o0,2), B, = E N (z, ).

Comox e A, yy € B, Ay Bno son vacios. Yaque A, c (— o, 2)
y B, = (2, =), estos son separados. De aqui E no es conexo.
De manera inversa, supongase que £ no es conexo. Entonces

hay conjuntos A y B separados que no son vacios tales que A v B
= E. Si se toman xe A4, y € B, y se supone (sin perder generalidad)
que x < y. Se define ahora

z=sup (4 N [x, y].

Por el Teorema 2.28, z € A; de aqui que z ¢ B. En particular,
X<z <)y

Siz ¢ A,sededucequex <z <yyz¢eéE

Si z € A, entonces z ¢ B, en consecuencia existe z, tal que z <
z, <yyz ¢ B.Porlotanto, x <z <yyg ¢ E.

EJERCICIOS
1. Demostrar que el conjunto vacio es un subconjunto de cada conjunto.
2. Se dice que un namero complejo z es algebraico si hay enteros a,..., a,, que no

son todos cero, tales que
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10.

11.

12.
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aoz"+alz""+"'+a,...lz+a,.=0.

Demostrar que el conjunto de todos los nimeros algebraicos es numerable. Suge-
rencia: Para cada entero positivo N hay solo un nimero finito de ecuaciones con

n+ lao| + jau| + -+ |a| =N.

Demostrar que existen nimeros reales que no son algebraicos.

.Es numerable el conjunto de todos los niimeros reales irracionales?

Construir un conjunto acotado de nimeros reales que tenga exactamente tres
puntos limites.

Si E’ es el conjunto de todos los puntos limite de un conjunto E. Demostrar que
E’ es cerrado. Demostrar también que E y E tienen los mismos puntos limite.
(Recordar que £ = E U E’.) ;Siempre tienen E y E’ los mismos puntos limite?
Sean A,, 4,, A;,... subconjuntos de un espacio métrico.

(@) Si B, = {J, A,, demostrar que B, = {J7_; 4;, paran = 1,2, 3,....
(b)Si B =y, A, demostrar que B > 2, 4.

Mostrar, con un ejemplo, que esta inclusiéon puede ser propia.

¢Es cada punto de cada conjunto abierto E < R? un punto limite de E? Res-
ponder la misma pregunta para conjuntos cerrados en R2.

Sea E° el conjunto de todos los puntos interiores de un conjunto £. [Véase la
Definicion 2.18(e); a E° se le denomina el interior de E.}

(a) Demostrar que E° es siempre abierto.

(b) Demostrar que E es abierto si y solo si, E° = E.

(¢)Si G < Ey G es abierto, demostrar que G < E°.

(d) Demostrar que el complemento de E° es la cerradura del complemento de E.
(e) ¢Tienen siempre E y £ los mismos interiores?

() (Tienen siempre E y E° las mismas cerraduras?

Sea X un conjunto infinito. Si para p € X'y ¢ € X se define

1 (sip # q)

Ap.a)= {0 (sip=g).

Demostrar que esto es una métrica. ;Cuales subconjuntos del espacio métrico re-
sultante son abiertos? ;Cuales son cerrados? ;Cuales son compactos?
Si parax € R' y y € R! se define

dl(x, y) = (x - .}’)2,

dz(x, y) = \/lx—ylr

ds(x, y) =|x* —¥*|,

d4(x’y) =Ix_. 2y|3

|x—yl

ds(x, y) = THr=y]"

Determinar cuales de éstas son métricas.
Si K <= R! consta de 0 y los nimeros 1/n, paran = 1, 2, 3,.... Demostrar que
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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K es compacto, directamente de la definicion (sin usar el teorema de
Heine-Borel).

Construir un conjunto de niimeros reales compacto en el cual sus puntos limites
formen un conjunto numerable.

Dar un ejemplo de una cubierta abierta del segmento (0, 1) que no tenga una
subcubierta finita.

Mostrar que el Teorema 2.36 y su Corolario son falsos (en R!, por ejemplo) si se
reemplaza la palabra ‘‘compacto’’ por ““cerrado’ o por ‘‘acotado’.

Considerar al conjunto de los nimeros racionales Q, como un espacio métrico
con d{(p,q) = |p—q|. Sea E el conjunto de todos los p € Q tales que2 < p? <
3. Mostrar que E es cerrado y acotado en Q, pero que E no es compacto. (Es E
abierto en Q?

Si £ es el conjunto de todos los x € [0, 1] cuya expansibn decimal contiene uni-
camente a los digitos 4 y 7. ;Es numerable E? (Es denso E en [0, 1]? ;Es E com-
pacto? (Es E perfecto?

¢Existe un conjunto perfecto que no es vacio en R' que no contiene ningin nu-
mero racional?

(a) Si A y B son conjuntos cerrados ajenos en algin espacio métrico X, de-
mostrar que son separados.

(b) Demostrar lo mismo para conjuntos ajenos abiertos.

(¢)Sip e X, 5 > 0son fijos y se define 4 como el conjunto de todos los g € X
para los cuales d(p,q) < 6 y B se define de manera similar, con > en lugar de
<. Demostrar que 4 y B son separados.

(d) Demostrar que cada espacio métrico conexo que tiene al menos dos puntos
no es numerable. Sugerencia. Usar (c).

¢(Las cerraduras y los interiores de conjuntos conexos son siempre conexos?
(Considérense los subconjuntos de R2.)

Sean A y B subconjuntos separados de algiin R*, supongase ademas que a € A,
b ¢ B, y definase

p)=0—0ta+tb

para t € R'. Haciendo 4, = p—'(4), B, = p—!(B). [Entonces 1 € A, si y solo si

pt) e Al

(a) Demostrar que A, y B, son subconjuntos separados de R'.

(b) Demostrar que existe un #, € (0, 1) tal que p(f;)) ¢ A U B.

(¢) Demostrar que cada subconjunto convexo de R¥ es conexo.

Se dice que un espacio métrico es separable si contiene un subconjunto denso nu-

merable. Demostrar que R* es separable. Sugerencia: Considerar el conjunto de

los puntos que tienen coordenadas racionales.

Se dice que una coleccion {V,} de subconjuntos abiertos de X es una base si se

cumplen las condiciones siguientes: Para todo x € X y cada conjunto abierto G

c X tal que x € G, tenemos que x € V, < G para algin «a. En otras palabras,

todo conjunto abierto en X, es la union de una subcoleccion de {V,}.
Demostrar que todo espacio métrico separable tiene una base numerable.



TOPOLOGIA BASICA 49

Sugerencia: Tomar todas las vecindades con radio racional y centro en algiin sub-
conjunto denso numerable de X.

Sea X un espacio métrico en €l cual cada subconjunto infinito tiene un punto
iimite. Demostrar que X es separable. Sugerencia: Fijar § > 0 y tomar x; € X.
Elegidos x,..., X; € X, escoger x;,, € X, si es posible, de modo que d(x,x;, )
> § parai = 1,..., j. Demostrar que este proceso ha de detenerse despu¢s de un
numero finito de pasos, y que, por tanto, X puede ser cubierto por un namero fi-
nito de vecindades de radio 6. Tomaré = 1/n(n = 1, 2, 3,...) y considerar los
centros de las correspondientes vecindades.

Demostrar que cada espacio métrico K compacto tiene una base numerable, y
que K es por lo tanto separable. Sugerencia: Para cada entero positivo n, hay un
nimero finito de vecindades d radio 1/n cuya unidn cubre a K.

26. Sea X un espacio métrico en ¢l que cada subconjunto infinito tiene un punto

27.

28.

29.

limite. Demostrar que X es compacto. Sugerencia: Por los ejercicios 23 y 24, X
tiene una base numerable. Se deduce que toda cubierta ab’erta de X tiene una
subcubierta numerable {G,}, n = 1, 2, 3,... Si ninguna subcoleccion finita de
{G,} cubre a X, el complemento F, de G, U ... U G, es no vacio para todo n,
pero () F, es vacio. Si E es un conjunto que contiene un punto de cada F,, con-
siderar un punto limite de £ y Hegar a una contradiccion.

Se dice que un punto p en un espacio métrico X es un punto de condensaciéon de
un conjunto F < X si cada vecindad de p contiene un mimero de puntos de £
que no es numerable.

Suponer que £ < R* es no numerable, y sea P el conjunto de todos los
puntos de condensacion de E. Demostrar que P es perfecto y que a 1o mas un ni-
mero de puatos numerable de £ no esta en P. En otras palabras, mostrar que P<
N E es a lo mas numerable. Sugerencia: Sea {V,} una base numerable de R, y
W la union de los V, para los cuales E n V, es a lo mas numerable, entonces
muéstrese que P = W<,

Demostrar que todo conjunto cerrado en un espacio métrico separable, es la
unién de un conjunto (es posible que vacio) perfecto y un conjunto que es a lo
sumo numerable. (Corolario: Tode conjunto cerrado numerable en R¥ posee
puntos aislados.) Sugerencia: Veéase el Ejer. 27.

Demostrar que todo conjunto abierto en R! es la union de una coleccion a lo su-
mo numerable de segmentos ajenos. Sugerencia: Utilizar el Ejer. 22.

Imitar la demostracion del teorema 2.43 para llegar al resultado siguiente:

Si R =|J¢F, donde cada F, es un subconjunto cerrado de R¥, al menos
uno de los F, tiene un interior no vacio.

Propiedad equivalente: Si G, €s un subconjunto abierto dentro de R, para
n=1,23,...,1fG, es no vacio (de hecho, es denso en R¥).

(Es un caso particular del teorema de Baire; ver el Ejer. 22, Cap. 3, para el caso
general.)



3

SUCESIONES NUMERICAS Y SERIES

Como indica el titulo, este capitulo tratara principalmente sobre sucesiones y
series de nimeros complejos. Sin embargo, los hechos fundamentales sobre
convergencia se explican con la misma facilidad para casos mas generales.
Las tres primeras secciones trataran, en consecuencia, de sucesiones en espa-
cios euclideanos, o incluso en espacios métricos.

SUCESIONES CONVERGENTES

3.1 Definicibn Se dice que una sucesion [p,} en un espacio métrico X,
converge si hay un punto p € X con las siguientes propiedades: para cada &
> 0, existe un namero entero N tal que n = N implica que d(p,,p) < &. (d
representa la distancia en X.)

En este caso, decimos también que {p,} converge hacia p, o que p es el
limite de {p,} [ver el Teorema 3.2(b)] y escribimos p, — p, 0

lim p, =p.
n—>o0
Si {p,} no converge, se dice que diverge.
Puede ser conveniente hacer resaltar que nuestra definicion de «suce-
sibn convergente» depende no solamente de {p,}, sino también de X; por
ejemplo, la sucesidon {1/n} converge en R' (hacia 0), pero no lo hace en el
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conjunto de los niimeros reales positivos [con d(x,y) = |x — y|]. En casos
de posible ambigiiedad, debemos ser mas precisos y especificar «convergente
en X», mejor que solamente «convergente».

Recordemos que ¢l conjunto de todos los puntos p, (n — 1, 2, 3,...) es
el rango de {p,}. El rango de una sucesion puede ser un conjunto finito, o
puede ser infinito. Se dice que la sucesion {p,} es acotada si lo es su rango.

Como ejemplo, consideremos las siguientes sucesiones de nimeros
complejos (esto es, X = R?).

(@)
®)
(©)
@
(e)

Sis, = 1/n, es lim s, = 0; el rango es infinito y la sucesion es
acotada. e

Si s, = n?, la sucesion {s,} no es acotada, es divergente y tiene
un rango infinito.

Sis, = 1 + [(— 1)/n], la sucesidn {s,} converge hacia 1, es aco-
tada y tiene rango infinito.

Si s, = i", la sucesion fs,} es divergente, es acotada, y tiene un
rango finito.

Sis, =1 =1,2,3...), {s,] converge hacia 1, es acotado y
tiene un rango finito.

Resumiremos a continuacion algunas propiedades importantes de las
sucesiones convergentes en espacios métricos.

3.2 Teorema Sea {p,} una sucesién en un espacio métrico X.

(@)
(®)

(©
@

{v,} converge hacia p € X si, y solo si toda vecindad de p con-
tiene todos los términos de {p,}, salvo un nimero finito de ellos.
Sipe X;p' € Xy lp,} convergen hacia p y hacia p’' entonces
p’ =p.

Si {p,} converge, es acotada.

Si E ¢ X y p es un punto de limite de E, existe una sucesién
{p,} en E para la cual p = lﬂ’ﬁ Dy

Demostracion (@) Supongamos p, — p y sea V una vecindad de p.
Para algiin ¢ > 0, las condiciones d(p,q) < ¢y ¢ € X implican que ¢
e V. En correspondencia con este &, existe un N tal que n = N impli-
ca que d{(p,,p) < e. Por tanto, n = N implica que p, € V.

Inversamente, supongamos que toda vecindad de p contiene a

todos los p,, salvo un nimero finito. Tomemos ¢ > 0, y sea V el con-
junto de todos los ¢ € X tales que d(p,q) < s. Por hipotesis, existe
un N (correspondiente a este V) tal que p, € V' si n = N. Asi pues,
dp,,p) < esin = Ny, por tanto p, — p.

(b) Sea un ¢ > 0, dado. Existen dos enteros N, N’ tales que
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n>N implica d(p,,,p)<§,
n>N' implica d(p,,,p’)<§-

De aqui, si » = max (N,N’), tenemos

d(ps pl) < d(P, pn) + d(p,, . p') <E€.

Como ¢ era arbitrario, se deduce que d(p,q’) =
(c) Supongamos que p, — p. Existe un entero N tal que n >
N implica que d(p,,p) < 1. Hagamos

r= méX {1’ d(pl’ p)’ seey d(pNap)}‘

Entonces, d(p,,p) < rparan = 1, 2, 3,.

(d) Para todo entero positivo n, hay un punto p, € E, tal que
d(p,,p) < 1/n. Dado ¢ > 0, elijamos N de modoque N¢ > 1. Sin
> N, se deduce que d(p,,p) < e. Por tanto, p, — p, lo que completa
la demostracion.

Podemos estudiar la relacion entre la convergencia y las operaciones
algebraicas, para las sucesiones en R¢. Consideremos primeramente suce-
siones de nimeros complejos.

3.3 Teorema Supongamos que {s,}, {t,} son sucesiones complejas y hm S,
= s, hm t, = t. Se verificard

(@) lim(s,+1t)=s+1¢;

n— o0
(b) limes, = cs, lim (¢ + s,) = ¢ + s, para cualquier nimero c;
n-» o n- o

(¢) lim s,t, = st;

n—o0

I 1
(d) lim —=;,siempre ques,#0(n=1,2,3,...), y s#0.

= Sy
Demostracion

(@) Dado ¢ > 0, existen dos enteros N,, N, tales que

. . €
n> N, implica |s,,—s|<5,

. . €
n> N, implica |t,,—t|<§-
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Si N = max (N,,N,), n = N implica
|G+ t)—(+ D] S |s,—s| + |1, —1] <e.
Lo que demuestra (a). La demostracion de () es elemental.
(c) Utilizaremos la identidad
)] St — st =(8, — sXt, — 1) + s(t, — 1) + (s, — 5).
Dado ¢ > 0, existen dos enteros N,, N, tales que
n> N, implica |s,—s| < \/E,
n>N, implica |1,—1] <./e.
Si tomamos N = max (N,, N,), n = N implica
[(sa — )2, — D] <&,
de modo que

lim (s, — sXt, — 1) = 0.

Apliquemos (a) y (b) a (1). Se deduce que

lim (s,t, — st) = 0.

n—

(d) Eligiendo m de modo que |s, — s| < %|s|,sin =
vemos que

Iss] >%ls|  (n2m).
Dado ¢ > 0, existe un entero N > m tal que n = N implica que
lsa — 5| < 4]s]%.
Por tanto, paran = N,

S, —§
5,8

<i|s | <€
|S|2 n N .

3.4 Teorema
(a) Supongamosx, € R (n=1,2,3,..)»

xn = (al,rn ceey ak,n)‘
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{x,} converge hacia x = (a,,..., o) i, y solo si

7)) limoa;, =a; (1<j<k).

n— o

(b) Supongamos que {x,} e ly,} son sucesiones en R*, {3,} es una
sucesion de numeros reales, y X, — x; y, — Y; 8, — 8. Tendre-

mos que
limx,+y,)=x+Y, limx, y,=x"y, lim 8,x, = Bx.
n—+ n—+w n—+w
Demostracién

(a) Six, — x, las desigualdades
,“j.n - a]! < |X,, - xla

que se deducen inmediatamente de la definicién de la norma de R*
demuestran que se cumple (2).

Inversamente, si se cumple (2), a cada ¢ > 0 corresponde un en-
tero N tal que n = N implica que

&
logn ~ o] <—= (I<j<k).

NG

y por tanto, n = N implica que

k 2 1/2
o= xl = {3 - al?] <

por lo que, x, — X, lo que demuestra (a).
El apartado (b) se deduce de (@) y del Teorema 3.3.

SUBSUCESIONES
3.5 Definicion Dada una sucesion {p,}, consideremos otra {n,} constituida
por enteros positivos, de modo que n;, < n, < n, < ---. La sucesion {p,,} se

llama subsucesion de {p,}. Si {p,;} converge, su limite se llama limite subse-
cuencial de {p,}.

Es claro que {p,} converge hacia p si, y solo si toda subsucesién de (p,}
converge hacia p. Dejamos los detalles de la demostracion al lector.

3.6 Teorema

(a) Si |p,} es una sucesion en un espacio métrico compacto X, en-
tonces alguna subsucesién de {p,} converge hacia un punto de X.
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(b) Toda sucesion acotada en R* contiene una subsucesion con-
vergente.

Demostracion

(a) Sea E el rango de {p,}. Si E es finito entonces hay un p € E'y
una sucesion {n}con n, < n, < n, < ---, tales que

Pry =Puy="""=D.

La subsucesion {p,} asi obtenida converge evidentemente hacia p.

Si E es infinito, el Teorema 2.37 muestra que E tiene un punto
limite p € X. Si se escoge n, de tal forma que d(p,p,,) < 1. Después
de escoger n,,..., n,_,, €l Teorema 2.20 indica que hay un entero #,
> n,_, tal que d(p,p,;) < 1/i. Por lo tanto {p,;} converge hacia p.

(b) Esto se concluye de (a), porque el Teorema 2.41 implica que ca-
da subconjunto acotado de R* estd en un subconjunto compacto
de R*.

3.7 Teorema Los limites subsecuenciales de una sucesién {p,} en un espa-
cio métrico X forman un subconjunto cerrado de X.

Demostracibn Sea E* el conjunto de los limites subsecuenciales de
{p,} y que @ un punto limite de E*. Se tiene que mostrar que g € E*.

Si se escoge n, de manera que p,, # q. (Si tal n, no existe, en-
tonces E* tiene solo un punto, y no hay nada que demostrar.) Hagase
é = d(q,p,) y supbngase que se han escogido n,,..., n_,. Como ¢q
es un punto limite de E*, entonces hay un x € E* con d(x,q) < 2-/6.
Ya que x € E*, entonces hay un n, > n_, tal que d(x,p,;)) < 2-'6.
Por lo tanto

d(g, p,) <2'775

para i = 1, 2, 3,.... Esto quiere decir que {p, } converge hacia q. En
consecuencia q € E*. :

SUCESIONES DE CAUCHY

3.8 Definiciobn Se dice que una sucesion {p,} en un espacio metrico X es
una sucesién de Cauchy si para todo ¢ > 0, hay un entero N tal que
dp,p,) <esin=Nym = N.

En el estudio de las sucesiones de Cauchy, del mismo modo que en
otros casos que encontraremos mas adelante, sera ttil el siguiente concepto
geomeétrico.
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3.9 Definicibn Sea E un subconjunto de un espacio métrico X, y S el con-
junto de todos los nimeros reales de la forma d(p,q) conp € Ey g € E. El
sup de S se llama diametro de E.

Si {p,} es una sucesion en X y E,, esta constituido por los puntos p,,
Dnits Dneas---» S€ ve facilmente, como consecuencia de las dos definiciones
anteriores, que {p,} es una sucesién de Cauchy si, y solo si

lim diam Ey =0.
N-oo

3.10 Teorema

(a) Si E es la cerradura de un conjunto E en un espacio métrico X,
serd:

diam E = diam E.

(b) Si K, es una sucesion de conjuntos compactos en X, tales que
K oK, (n=1,2,3,..)ysi

lim diam K, =0,

n-» o0

ﬂ‘fK,, estd constituido por un punto
Demostracion

(@) Como E c E, es claro que
diam E < diam E.

_ Fijemos ¢ > 0, y elijamos p € E'y g € E. Por la definicion de
E, existen puntos p';‘ q’, en E tales que d(p,p’') < & yd(q,q') <e.
De aqui, :

d(p;q) <d(p,p) +d(p'q) +4d(q',q)
<2e+d(p',q) <2e+ didm E.

Se deduce que
diam E < 2¢ + diam E,

y como ¢ era arbitrario, queda demostrado (a).

(b) Hagamos K = ﬂ‘i"K,,. Por el Teorema 2.36, K es no vacio. Si
contiene mas de un punto, diam K > 0. Pero para todo n, K, > K,
de modo que diam K, = diam K, lo que contradice la hipotesis de ser
diam K, — 0.
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3.11 Teorema

3)

(@) En cualquier espacio métrico X, toda sucesiébn convergente es
una sucesion de Cauchy.

(b) Si X es un espacio métrico compacto y {p,} es una sucesion de
Cauchy en X, entonces {p,} converge hacia algin punto de X.
(c) En R* toda sucesiéon de Cauchy converge.

Nota: La diferencia entre la definicion de convergencia y la de
sucesion de Cauchy, es que el limite esta incluido explicitamente en la
primera y no en la segunda. Asi el Teorema 3.11(b) permitira averi-
guar si una sucesién dada converge o no, sin conocer el limite a que
pueda tender.

El hecho (contenido en el Teorema 3.11) de converger una suce-
sibn en R* si, y solo si es de Cauchy, se llama comanmente criterio de
convergencia de Cauchy.

Demostracion

(@) Sip, — py e > 0, hay un entero N tal que d(p,q,) < & para to-

do n = N. En consecuencia

d(pr, Pm) < d(p,, ) + (P, Pm) < 2¢
sin = Nym = N. Por lo tanto {p,} es una sucesiobn de Cauchy.

(b) Sea [p,} una sucesion de Cauchy en el conjunto compacto X.
Para N = 1, 2, 3,..., sea E, el conjunto que consta de p,, py.,,
Dn.2s---. ENtonces
lim didm Ey =0,
N-co
debido a la Definiciéon 3.9 y al Teorema 3.10(e). Cada X es compacto
porque es un subconjunto cerrado de un espacio compacto E,, (Teore-
ma 2.35). También E, > E,,,, asique E, > E,,,.
El Teorema 3.10¢b) indica que hay un p € X anico, que esta en
cada E,.
Dado & > 0. Por (3) hay un entero N, tal que E, < g¢si N =
N,. Como p € E,, se deduce que d(p,q) < ¢ para cada q € E,, de

aqui que para cada q € E,. En otras palabras d(p,p,) < esin = N,.
Esto expresa exactamente que p, — p.

(c) Sea x, una sucesion de Cauchy en R*. Definase E, como en (b)
con x; en lugar de p,. Para algiin N, diam E, < 1. El rango de {x,} es
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la union de E, y el conjunto finito {x,..., Xy_, }. Por esto {x,} es aco-
tado. Finalmente de (b) se deduce (c), debido a que todo subconjunto
acotado de R* tiene cerradura compacta en Rt (Teorema 2.41).

3.12 Definicion Si toda sucesion de Cauchy converge en un espacio métri-
co, se dice que este es completo.

Entonces el Teorema 3.11 expresa que fodos los espacios métricos
compactos y los espacios euclidianos son completos. El Teorema 3.11 impli-
ca también que fodo subconjunto cerrado E de un espacio métrico completo
X es completo. (Toda sucesion de Cauchy en E es una sucesion de Cauchy
en X, por esto converge hacia algiin p € X, y ciertamente p € E porque E es
cerrado.) Un ejemplo de un espacio métrico que no es completo es el espacio
de todos los nameros racionales, d(x,y) = |x — y|.

El Teorema 3.2(c) y el ejemplo (d) de la Definicién 3.1, demuestran
que las sucesiones convergentes son acotadas, pero que las sucesiones acota-
das, en R* no son necesariamente convergentes. Sin embargo, hay un caso
importante en el que convergencia es equivalente a acotacion; esto sucede
con las sucesiones mondtonas en R!.

3.13 Definiciobn Se dice que una sucesion {s,} de niimeros reales es:

(@) mondtona creciente si s, <s,,,(n = 1,2, 3,...);
(b) monétona decreciente si s, =s,,,(n = 1, 2, 3,...).

La clase de las sucesiones monoétonas esta constituida por las suce-
siones crecientes y las decrecientes.

3.14 Teorema Supongamos que Is,} es monétona. {s,} converge si, y solo
si es acotada.

Demostracion Supongamos que s, < s,,, (la demostracion es
analoga en el otro caso). Sea F el rango de {s,}. Si {s,} es acotada, sea
s el sup de E. Sera

S, <8 n=123,..).
Para todo ¢ > 0, existe un entero N, tal que

S—e<sy<s,

porque de otro modo s — ¢ seria una cota superior de E. Como {s, } es
creciente, n = N implica que

s—¢<s5,<s,
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lo que demuestra que {s,} converge (hacia s).
La inversa se deduce del Teorema 3.2(c).

LIMITES SUPERIOR E INFERIOR

3.15 Definicibn Sea [s,} una sucesion de numeros reales con las siguientes
propiedades: para cada nimero real M hay un entero N, tal que n = N
implica que s, > M. Escribimos

§, = + 0.

Del mismo modo, si para todo numero real M existe un entero N tal que n
= N implica que s, = M, escribimos

Sy —00.

Se habra observado que hemos utilizado el simbolo — (introducido en la
Definicion 3.1) pra ciertos tipos de sucesiones divergentes, igual que para
las convergentes, pero sin que se hayan cambiado las definiciones de conver-
gencia y de limite, dadas en la Definicion 3.1.

3.16 Definicion Sea {s,} una sucesion de nameros reales, y £ el conjunto
de los nimeros x (en el sisten a extendido de nimeros reales) tales que s, — x
para alguna subsucesion {s, Este conjunto E contiene todos los limites sub-
secuenciales definidos en la Definicion 3.5 mas, posiblemente, los nimeros
+00y —oo,

Recordemos, ahora, las Definiciones 1.8 y 1.23 y hagamos

§* = sup E,

5, = inf E.

Los nameros s* y s, se llaman limites superior e inferior de {s,}; utilizaremos
la notacion

lim sup s, =s*  lim inf s, = s,.
n—+o n— o

3.17 Teorema Sea {s,} una sucesion de numeros reales, y consideremos
que E y s* tienen el mismo significado que en la Definicion 3.16. En estas
condiciones, s* tiene las dos propiedades siguientes:

(@) s* € E.
(b) Six > s* existe un entero N tal que n = N implica que s, < x.

Ademds, s* es el unico numero que posee las propiedades (a) y (b).
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3.18

Para s, se obtiene, evidentemente, un resuitado analogo.
Demostracién

(@) Sis* = + o, E no esta acotado superiormente, por lo que no
lo esta {s,} y existe una subsucesion {0, 3 tal que Sy, = + .

Si s* es real, E estad acotado superiormente y existe al menos un
limite subsecuencial, de modo que (a) se deduce de los Teoremas 3.7
y 2.28.

Sis* = — oo, E contiene solo un elemento, es decir — o, y no
existe limite subsecuencial. Por tanto, para todo namero real M, s, >
M para, a lo sumo, un namero finito de valores de n, de modo que
s, — — oo,

Queda asi demostrado (@) para todos los casos posibles.

(b) Para demostrar (b), supongamos que existe un nimero x > s*
tal que s, = x para infinitos valores de n. En este caso, existe un ni-
mero y € E tal que y = x = s* en contradicciéon con la definicion
de s*.

Por tanto, s* satisface a (a) y (b).

Para demostrar la unicidad, supongamos que existen dos name-
ros p y q que satisfacen (a) y (b), y sea p < q. Elijamos x de modo
que p < x < q. Como p satisface (b), tenemos que s, < x paran =
N. Pero en este caso, g no puede satisfacer a (a).

Ejemplos

(@) Sea {s,} una sucesién que contiene a todos los niimeros raciona-
les. Todo nimero real es un limite subsecuencial y

lim sup s, = +o0, lim infs,= —c0.

(b) Seas, = (= I)[1 + (1/n)]. Sera

lim sups,=1, liminfs,=—1.

n-» o n— o
(c¢) Para una sucesion {s,} de valores reales, lim s, = s, si y solo si
n=>w

lim sup s, =lim infs, = 5.

n-+ o n— o

Terminaremos esta seccidbn con un teorema de gran utilidad, cuya de-

mostracion es elemental.

3.19 Teorema Sis, <t paran = N, con N, prefijado, se verifica que
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lim inf s, < lim inf #,,

h— o n=* o

lim sup s, < lim sup ¢,.

n—* oo n~

ALGUNAS SUCESIONES ESPECIALES

Calcularemos, ahora, los limites de algunas sucesiones que se presentan fre-
cuentemente. Las demostraciones estan basadas todas ellas en la siguiente
observacion: si0 < x, < para n = N, siendo N un namero dado, y si s, —
0, se verifica que x, — O.

3.20 Teorema

1
(@) Sip >0, lim —;:0.

n-—»oon

(b) Sip >0,lim J/p=1.

() limYn=1.

3

(d Sip >0yaesrea1,3£rgﬂ_’:_—w,=0.

() Si|x| <1,limx"=0.

n— @

Demostraciéon

(@) Tomemos n > (1/g)/». (Nbtese que aqui se ha usado la propie-
dad arquimidiana del sistema de los nameros reales.)

(b) Sip > 1, hagamos x, = ¥ p — 1. Sera x, > 0y por la formula
del binomio

1 +nx, < (1 +x)" =p,

de modo que

-1
0<x"S£._.
n

Por tanto, x, — 0. Sip = 1, (b) es evidente, ysi 0 < p < 1, se obtie-
ne el resultado tomando los reciprocos.
(¢) Hagamos x, = ¥ n — 1. Sera x, 0, y por el teorema del binomio

n=01+x)=> 'L"Z:-]—)x,f
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Por tanto

05""%/ 2 (= 2).
n—1

(d) Sea k un entero tal que kK > a; k£ > 0. Para n > 2k.

. - .nn_l ...n_k+l nkk
A+pyr>Op= 1) k!( )p">5,:%'

y de aqui

* 2%kt
0<(—1—%;?,<—p7n°‘"‘ (n > 2k).

Como o — k < 0, n=* — 0 por (a).
(¢) Hagamos o = 0 en (d).

SERIES

En lo que resta de este capitulo, todas las sucesiones y series que considere-
mos tendran valores complejos, excepto cuando se indique lo contrario
explicitamente. En el Ejercicio 15 se hace referencia a la extension de alguno
de los teoremas que siguen, a series con términos en R¥,

3.21 Definicion Dada una sucesion {a,} usaremos la notacion

Sa =9

para expresar la suma a, + a,,, + *** + 4,. A [a,} le asociamos una suce-
sibn {s,}, donde

n
Sp =) G.
k=1
También utilizaremos para {s,} la expresion simbolica

al+a2+a3+°"

0, mas brevemente

@ 2 4.
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Al simbolo (4) le llamaremos serie infinita o solamente serie. A los ni-
meros s, se le llama sumas parciales de la serie. Si {s,} converge hacia s, dire-
mos que la serie converge y escribiremos

s
2

3
I

g

X
]
-

Al nimero s se le llama suma de la serie; pero debe entenderse claramente
que s es el limite de una sucesion de sumas y que no se obtiene simplemente
por adicion.

Si {s,} diverge, se dice que la serie diverge.

A veces, por conveniencia de notacion, consideraremos series en la forma

D8
E

&)

3
]
(=

y frecuentemente, cuando no haya peligro de ambigiiedad, o si la distincion
es de escasa importancia, escribiremos simplemente Xa, en lugar de (4) o {5).
Es evidente que todo teorema sobre sucesiones, se puede enunciar refi-
riéndose a las series (haciendoa, = 5, ya, = s, — s,_, paran > 1) y vice-
versa, pero es, sin embargo, til considerar ambos conceptos.
El criterio de Cauchy (Teorema 3.11) puede ser enunciado de nuevo en
la forma siguiente:

3.22 Teorema XLa, converge si, y solo si para cada ¢ > 0 existe un entero
N, tal que

©

sim=n = N.
En particular, tomando m = n, (6) se convierte en

la,| <e (= N).
En otras palabras:
3.23 Teorema Si Xa, converge, lim a, = 0.
n—+w

La condicion a, — 0, no es, sin embargo, suficiente para poder asegu-
rar la convergencia de Xa,. Por ejemplo, la serie
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diverge. Para demostrarlo, considérese el Teorema 3.28.

El Teorema 3.14 sobre sucesiones. mono6tonas, tiene también una
equivalencia inmediata para las series.

3.24 Teorema Una serie de términos no negativos converge' si, y solo si
sus sumas parciales forman una sucesion acotada.

Veamos ahora otro método distinto de estudiar la convergencia, el lla-
mado «criterio de comparaciony».

3.25 Teorema

(@) Sil|a,| = ¢, para n = N,, donde N, es un entero dado, y Zc,
converge, también converge La,.

) Sia, =2d, = 0paran = N, y Xd, diverge, también diverge Za,.

Noétese que (b) se aplica solamente a series de términos @, no
negativos. ‘

Demostracion Dado ¢ > 0, existe N = N,, talque m = n = N
implica que

<&
n

iMs

por el criterio de Cauchy. De aqui, que

m
A
k=n

m m
<Ylal <Y a<e
k=n k=n

y se deduce (a).

Ademas (b) se deduce de (@), porque si Za, converge, igual de-
be suceder con Id, [obsérvese que (b) se deduce también del Teorema
3.24].

El criterio de comparaciéon es muy til; para usarlo convenientemente,

debemos familiarizarnos con cierto niimero de series de términos no negati-
vos, cuya convergencia o divergencia es conocida.

SERIES DE TERMINOS NO NEGATIVOS

La mas sencilla de todas es, quiza, la serie geométrica.

| La expresion «no negativo» se refiere siempre a los nimeros reales.
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3.26 Teorema Si0 < x < 1, serd

® 1
x" = .
,.;O 1—x
Six = 1, la serie diverge.
Demostracion Si x # 1
n 1-— xn+1
k
Sy = Xf=—
" kg’o 1—x

de donde se deduce el resultado, si hacemos n — oo. Para x = 1,
tenemos

1+14+1+---,
que diverge, evidentemente.

En muchos casos que se encuentran en las aplicaciones, los términos de
la serie decrecen monétonamente. Por tanto, es de particular interés el si-
guiente teorema de Cauchy. Lo que llama la atencion del teorema es que una
subsucesion mas bien «estrecha» de {a,} determina la convergencia o diver-
gencia de La,.

3.27 Teorema. Supongamos a, = @, = a, = +** = 0. La serie Y2, a,
converge si, y solo si la serie

Q)

=
i
flagl

2kazl¢=a1 +202 +4a4+803+"'

converge.

Demostracion Por el Teorema 3.24, basta considerar el caracter de
acotado de las sumas parciales. Sea

S,,=a1+a2+"‘+a,,,
L=a; +2a, + -+ 2a,..

Paran < 2

s, <a +(a2 +a;,)+"'+(a2u+‘°'+a2kn_1)
Sa1 +2az+”'+2ha2k

=tk’
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de modo que
8) L
Por otro lado, si n > 2
Sy =y +a; + (a3 +ag) + 0+ (@q-141 + 0 + agi)

Z%al +a2 +Za4 + e +2k—lazk
=%tk’

de forma que
) 25, > 1.

Por (8) y(9), las sucesiones {s,} y {# ] son, o ambas acotadas o ambas
no acotadas, lo que completa la demostrcion.

1
3.28 Teorema Z;{i converge si p > 1 y diverge si p < 1.

Demostracion Si p < 0, del Teorema 3.23 se deduce la divergencia. '
Si p > 0, es aplicable el Teorema 3.27 y llegamos a la serie

izk l —_ i 2(l—p)k
o 2 S '
Ahora, 2!=7< 1 si, ysolosi 1l — p < 0y se deduce la conclusion,
por comparacion con la serie geométrica (hagase x = 2'—»en el Teore-
ma 3.26).

Como nueva aplicacion del Teorema 3.27 demostraremos que:

3.29 Teorema Sip > 1

@ 1

(10) a2 n(log n)°

converge; si p < 1, la serie diverge.
Observacion «log n» expresa el logaritmo de n de base e (comparar con el
Ejercicio 7, Cap. 1); el nimero e sera definido inmediatamente (ver Defini-

¢ion 3.30). Comenzaremos la serie por n = 2, pues, log 1 = 0.

Demostracion La monotonia de la funcion logaritmica (que veremos
con mas detalle en el Cap. 8) implica que {log n} es creciente. Por tan-
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to, {1/n log n} es decreciente y podemos aplicar el Teorema 3.27 a
(10), lo que nos lleva a la serie

S 1 L' 1 =1
’ K, = = -,
an 22 Kiog Py ,; (klog2)’ ~ (log 2’ ,;, kP

y del Teorema 3.28 se deduce el 3.29.
Se puede, evidentemente, continuar este proceso. Por ejemplo,

X 1

(12 a=3nlognloglogn

diverge, mientras que

& 1

13 ,,;3 n log n(log log n)*

converge.

Podemos observar que los términos de la serie (12) difieren muy poco
de los de la (13). No obstante, una diverge y la otra converge. Si conti-
nuamos el proceso que nos llevd del Teorema 3.28 al 3.29 y luego a (12) y
(13), encontraremos parejas de series convergentes y divergentes cuyos térmi-
nos todavia difieren menos que los de (12) y (13). Se puede pensar asi, que
debe de haber una situacion limite de cierta naturaleza, una «frontera», con
todas las series convergentes a un lado, y las divergentes al otro —al menos
mientras se trate de series con coeficientes mon6tonos—. Esta nocion de
«frontera» es, en realidad, completamente vaga. Queremos recalcar lo si-
guiente: De cualquier forma que concretemos esta nocion, la idea es falsa.
Los Ejercicios 11(d) y 12(b) serviran de ilustracion.

No queremos profundizar mas en este aspecto de la teoria de la conver-
gencia y enviamos al lector a la «Teoria y Aplicacion de las Series Infinitas»
de Knopp, capitulo IX, en particular el § 41.

EL NUMERO e

21

3.30 Definicion e = -
n=on!

Donden/ = 1-2-3:--n,sin=1,y0 =1
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Como
S=1+1+ I S S
1-2 1-2-3 1:2:n
1 1 1
<1+1+2+22+ +§m<3,

la serie converge, y tiene sentido la definicion. De hecho, la serie converge
muy rapidamente y nos permite calcular e con mucha precision.

Es interesante observar que también puede ser definido e por medio de
otro proceso de limites; la demostraciébn proporciona un buen ejemplo
de operaciones con limites.

3.31 Teorema lim (1 + r}i) =

n= o0

Demostracion Sea

LA | ne
S,,—-k;ol?!, tn—(l"f‘;) .

Por el teorema del binomio
1 1 1 1 2
t,=1+1 - —{1 == s
++m( J+u@ JO J+
H0-90-D-6-15)
n! n n n

Por tanto, #, < s,, de modo que

(14) limsup ¢, <e,

n=* 0

por el Teorema 3.19. Ademas, sin = m,

tzu4+10 3+m+i@_3m@_m‘l.
2! n m! n n

Sea n — o, conservando m fijo. Tendremos

hmmft21+1+l+ +-l—s
n—w 21 m!
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de modo que

Sy < liminfy,.

n=o0
Si se hace m — oo, tenemos finalmente

(15) e < lim inf ¢,.

n=o0

El teorema se deduce de (14) y (15).

. . 1 .
La rapidez con que converge la serie ) = puede comprobarse como si-
n!

gue: Si s, tiene el mismo significado que anteriormente, tendremos

1 1 1
— g = + + v
SEETD w2 w3l

1 1 1 1
1 RN P
<(n+l)!l i e } in

de modo que

1
(16) O<e—s5,<—-
nin

Asi, por ejemplo, s, da una aproximaciéon de e con un error menor de 10—7.
La desigualdad (16) tiene ademas interés teorico, pues nos permite demostrar la
irracionalidad de e con mucha facilidad.

3.32 Teorema e es irracional.

Demostracion Supongamos que e es racional. Sera e = p/gq, siendo
Py q enteros positivos. Por (16),

1
17) 0<q!(e—sq)<a-
Por la hipétesis hecha, g’e es entero. Como

1 1
q!sq=q!(1+1-i-,i+--~+‘-1—!)

es entero, vemos que q/1(e — s,) es entero.
Como g = 1, (17) implica la existencia de un entero entre 0 y 1,
con lo que hemos llegado a una contradiccion.
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En realidad, e no es precisamente un nimero algebraico. Para una de-

mostracion sencilla de esto, véase la pagina 25 del libro de Niven, o la 176
del de Herstein, citados en la Bibliografia.

CRITERIOS DE LA RAiIZ Y DE LA RAZON

3.33° Teorema (Criterio de la raiz) Dado La,, hagamos o = lim sup ¥/ |a,

n—*o0

Tendremos

3.34

(@) sia <1, Ea, converge;
) sia > 1, Za, diverge;
(¢) sia =1, el método no da informacion.

Demostracion Si o > 1, podemos elegir 8 de modo que o < 8 < 1
y un entero N tal que

VACARS

para n = N [por el Teorema 3.17(b)]. Esto es, que n = N implica
la,| <p"

Como 0 < 8 < 1, L@ converge. La convergencia de Za, puede dedu-
cirse ya por el criterio de comparacion.
Si @ > 1, por el Teorema 3.17, hay una sucesion {n,} tal que

"{‘/|a,,k| A

Por tanto |a@,| > 1 para infinitos valores de n, de modo que no se
cumple la condicion a, — 0, necesaria para la convergencia de Za,
(Teorema 3.23).

Para demostrar (c), consideremos las series

1 1
Ly X

Para cada una de ellas « = 1 pero la primera diverge y la segunda
converge.

Teorema (Criterio de la razén) La serie Za,

Qyyq

(a) converge, si lim sup

n—*ow

<1,

n
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Q41

(b) diverge si = para n = n,, donde n, es un niimero ente-

n

ro cualquiera, dado.

Demostracion  Si se cumple la condicion (a), podemos hallar 8 < 1,
y un entero N, tal que

para n = N. En particular,

lansi] < Blaxl,
lay+2| < Blays+1] < Blanl,

-------------------

|aN+p| < ﬂplaN"
esto es,
|an| < laNIﬂ—N . ﬁn
para n = Ny se deduce (@) por el criterio de comparacion, pues L3"
converge.
Si |a,,,| = |a,| para n = n,, es facil ver que no se cumple la

condicibn a, — 0, y se deduce (b).

Nota: El saber que lim a,,,/a, = 1 no implica nada sobre la conver-
gencia de La,. Las series £¥1/n y £1/n? demuestran esto.

3.35 Ejemplo
(@) Consideremos la serie

1 1 -1 1 1 1

11
TItpt Rt Rt EtE IR

para la cual

R .
lim inf =X = hm(
n—»o Q, n=+w

1
lim inf ——,
n—+w \/— \/; 3
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lim sup &/a, = lim _—7—5,

Lind.] n—+w 2”

. Ayt . "
lim sup = lim (=) = +o0.

n— a, n—+o

El criterio de la raiz indica su convergencia, el de la razbn no conduce
a conclusiones.
(b) Lo mismo es cierto para la serie

LI IR U S L I SOV P
2 8 4 32 16 128 64 ’
donde
lim inf wty L
n—>w n 8’
lim sup = =2,
pero
lim %/a, = 4.

3.36 Observaciones El criterio de la razbn, frecuentemente es mas facil de
aplicar que el de la raiz, pues de ordinario es mas sencillo calcular cocientes
que raices n-ésimas, pero sin embargo, tiene mas amplia aplicacion el criterio
de la raiz. Precisando mas: cuando el criterio de la raz6n demuestra la con-
vergencia, también el de la raiz; cuando éste no conduce a conclusiones,
tampoco lo hace el de la razén. Esto es consecuencia del Teorema 3.37 y se
aclara con los ejemplos anteriores.

Ninguno de los dos es interesante en caso de divergencia. Los dos la
deducen del hecho de que a, no tiende a cero cuando n — .

3.37 Teorema Para toda sucesién {c,} de niimeros positivos,

. . Cn+l
lim inf iminf 2
m ¢ < hmmf\/;..,

= n—0

Cn+1
Cn

lim sup /¢, < lim sup

n— o B— o

Demostracion Demostraremos la segunda desigualdad; la demostra-
cion de la primera es analoga. Hagamos
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. Cn+
a = lim sup2!.
n-* a0 cn

Si @ = + o, no hay nada que demostrar. Si o es finito, elijamos 3
> «. Existe un entero N tal que

para n = N. En particular, para todo p > 0.
Cn+k+s S Peyx (k=0,1,...,p—1).
Multiplicando estas desigualdades, obtenemos

Cn+p < PPen,

,<cyBp V- (n=N).
De aqui
\'VE;SV'. ch—”‘B’

De modo que

(18) lim sup We, < B,

n—+ 00

por el Teorema 3.20(d). Como (18) es cierto para todo 8 > «, tenemos

lim sup \”/Z'; La

n—w

SERIES DE POTENCIAS

3.38 Definicion Dada una sucesion {c,} de nimeros complejos, a la serie
o0
19) Y cp2"
n=0

se le llama serie de potencias. A los nameros c, se les llama coeficientes de la
serie; z e€s un nimero complejo.

En general, la serie convergera o divergera, segln el valor de z. Mas
concretamente, a toda serie de potencias hay asociado un circulo, llamado
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circulo de convergencia, tal que (19) converge si z esta en el interior del mis-
mo y diverge si esta en el exterior (para tener en cuenta todos los casos, de-
bemos considerar el plano como el interior de un circulo de radio infinito, y
un punto como un circulo de radio cero). El comportamiento en el circulo de
convergencia es mucho mas variado y no se puede definir tan sencillamente.

3.39 Teorema Dada la serie de potencias Xc, 2", hagamos

1
a=lim sup/|c,|, R=7:

n—*o0

Sia =0,R =+ oo;sia = + o, R =0.) Lc,z" converge si {z} < R y di-
verge si {z} > R.

Demostracion Hagamos @, = ¢,z” y apliquemos el criterio de la raiz:

2]

lim sup &/|a,| = |z| lim sup /| e, ==
n—=w n-w R
Nota: A R se le llama radio de convergencia de Ic,z".

3.40 Ejemplos

(@) ParaZn"z": R = 0.
(b) Para Z-z-' R = + o (en este caso es mas sencillo de aplicar
n!

el criterio de la razoén que el de la raiz).
(¢c) Para Xz": R = 1. Si |z| = 1, la serie diverge, pues {z”} no tien-
de a 0 cuando n — oo,

(d) Para ZE- : R = 1. En el circulo de convergencia, la serie di-
n

verge para z = 1, y converge para todos los demas puntos de |z| =
= 1. Esta tltima afirmacion serd demostrada en el Teorema 3.44.

n
(e) Para Zz—z R = 1. La serie converge también en todos los
n

puntos del circulo |z| = 1, por el criterio de comparacion, ya que
|2"/n?| = 1/n?* si |z| = 1.
SUMA POR PARTES

3.41 Teorema Dadas dos sucesiones {a,}, {b,}, hagamos

An=zak
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sin = 0; pongamos A_, = 0. Si0 < p < q, tenemos
q q-1
(20) Z a,,b,, s Z An(b" - bn+l) + Aqbq - Ap—lbp‘
n=p n=p
Demostracion

q q q g—-1
Zanbn= Z(An_An—l)bn': ZAnbn_ Z Anbn+1’
n=p n=p n=p 1

n=p-—

y la 0ltima expresion de la derecha se ve facilmente que es igual al se-
gundo miembro de (20).

La formula (20), llamada «férmula de sumacion parcial» es atil en el
estudio de series de la forma XZa,b,, en particular cuando {b,} es monétona.
Veremos, ahora, algunas aplicaciones.

3.42 Teorema Supongamos

(@) las sumas parciales A, de La, forman una sucesion acotada;
b) by=b =zb = -
(c) lim, = 0.

n-—*w

Entonces, La,b, converge.

Demostracion Elijamos M de modo que |A4,| < M para todo n.
Dado ¢ > 0, existe un entero N tal que by, < (¢/2M). Para N < p <
q, tenemos

q
2 anby|=

n=p

q—1 .
";pAn(bn - bn+1) + Aqbq - Ap—lbp

<M

g—1

Z (bn - bn+l) + bq + bP
n=p

= 2Mbp < 2MbN <e.

Deduciéndose la convergencia a partir del criterio de Cauchy. Obser-
vamos que la primera desigualdad de la cadena anterior depende del
hecho de ser b, — b,,, = 0.

3.43 Teorema Supongamos que

@ ol =le| =les| =3
®) cam-120,c,,<0 (Mm=1,2,3,..);
(©) limyae ¢y =0.
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Entonces, £c, converge.

Las series para las que se cumple (b) se llaman «series alternantes»; el
teorema es debido a Leibnitz.,

Demostracion Basta aplicar el Teorema 3.42 con a, = (— 1)"*!, y
bﬂ = Ic’l I .

3.44 Teorema Supongamos que el radio de convergencia de Lc,z" es 1,
quec, =c, =c, =,y lim,.e ¢, = 0. Xc,z" converge en todo punto del
circulo |z| = 1, excepto, posiblemente, en z = 1.

Demostracion Hagamos a, = z7, b, = c,. Se satisfacen las hipotesis
del Teorema 3.42, pues

n

2
11—z’

m

l_zm+1
=] |

1—-2z

4
m=0
si |z] =1,z # 1.
CONVERGENCIA ABSOLUTA
Se dice que la serie La, converge absolutamente si converge la serie L |a, |
3.45 Teorema Si La, converge absolutamente, La, converge.

Demostracion La afirmacion se deduce de la desigualdad

m
Y a
k=n

m
< 2 Iakl ’
n=k
mas el criterio de Cauchy.

3.46 Observaciones Para las series de términos positivos, la convergencia
absoluta coincide con la convergencia.

Si La, converge, pero L|a,| diverge, decimos que Ia, converge no
absolutamente. Por ejemplo, la serie

=1y
Z( )

n

converge no absolutamente (Teorema 3.43).
El criterio de comparacion, lo mismo que el de la raiz y el de la razon,
son en realidad métodos para hallar la convergencia absoluta y no pueden
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dar ninguna informacibn para las series convergentes no absolutamente.
Para salvar esta dificultad se utiliza a veces la suma por partes. En
particular, las series de potencias convergen absolutamente en el interior del
circulo de convergencia.

Veremos que con las series absolutamente convergentes se puede
operar en gran manera como con las sumas finitas: podemos multiplicarlas
término a término y variar el orden en que se efectilan las sumas, sin afectar
a la suma de la serie. Por el contrario, para las series no absolutamente
convergentes esto ya no es verdad y hay que tomar mas precauciones al
operar con ellas.

ADICION Y MULTIPLICACION DE SERIES

3.47 Teorema SiXa, = A, yXb, = B,seriX(a, + b)) = A + B, y Zca,
= cA, para todo c prefijado.

Demostracion Sea

k=0 k=0
de aqui
n
A, + B, =kzo(ak + by).
Como lim,., A4, = A ylim,., B, = B, vemos que

lim (4, + B)=A + B.

n-w

La demostracion de la segunda afirmacion es ain mas sencilla.

Asi, pues, pueden sumarse término a término dos series convergentes y
la serie resultante converge hacia la suma de las dos series. El caso es mas
complicado cuando consideramos la multiplicacion de dos series: para
empezar, debemos definir el producto, lo que puede hacerse de varios
modos; consideraremos el llamado «producto de Cauchy».

3.48 Definicion Dadas Za, y £b,, hacemos
=Y a4b,_, (n=0,1,2,..)
k=0

y llamamos a Ec¢,, producto de las dos series dadas.
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Se puede justificar esta definicion del modo siguiente: si tenemos dos

series de potencias Xa,z” y rb,z", las multiplicaciones término a término y
agrupamos las que tienen la misma potencia de z, obtenemos

"3 b2 = (a0t @z + a2 4 Yo+ bz 4 by )

IIMg

=agby + (apb; + a1bo)z + (agh, + ab; + a; bp)z? + -+

=co+az+c 2+
Haciendo z = 1, llegamos a la definici6bn anterior.

3.49 Ejemplo Si
=Zak’ Bn=zbk’ C,,=ch
k=0 K=o k=0

y A, — Ay B, — B, no es inmediato que {C,} converja hacia AB, pues no es
C, = A,,B,. La dependencia de {C,} respecto a {4,} vy [B,} es complicada (ver
la demostracion del Teorema 3.50). Vamos a ver que el producto de dos
series convergentes puede, de hecho, ser divergente.

La serie
g

11
L At A

converge (Teorema 3.43). Formemos el producto de esta serie consigo
misma, obteniendo

Lamt- (715+ \%2) * (\} \/m \}s)
(G antEnT A

de forma que

1
0. /(n—k + 1)k + D

€ —(—1)"2

Como

(n—k+1)(k+1)—( +1)2-(§— )zs(g+l)2-
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tendremos

z 2 2n+1)
|al 2k;,n+2_ n+2

con lo que se ve que la condicion ¢, — 0, necesaria para la convergencia de
Tc,, no se cumple.

Antes de ver el teorema siguiente, debido a Mertens, debemos hacer
notar que hemos considerado el producto de dos series no absolutamente

convergentes.

3.50 Teorema Supongamos que

[
(@) Y a, converge absolutamente,
n=0

® Sa=4
n=0
© Sb=8
n=0 »
@ G=Yab_, (@=012..).

x

Se verificara que

Esto es, el producto de dos series convergentes converge, haciéndolo
ademas hacia el valor previsto, si al menos una de las dos series converge
absolutamente.

Demostracion Hagamos
A,,=Zak, Bn=2bk, Cn=zck’ ﬂ,,=.B”—B.
k=0 k=0 k=0

Sera

C,=agby + (aphy + abo) + -+ +(apb, + ayb,_y + - + a,by)
=ayB,+a; B,y + ' +a,By
=ao(B + B,) + ay(B + B,—1) + -+ + a(B + Bo)
=A,B + aof, + a1Bp-1 + " + a,Bo
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Pongamos
Vn =aOﬁn +a1Bn—1 +- +anﬁ0'

Queremos demostrar que C, — AB. Como 4,B — AB, basta

ver que
20 limy,=0.
n—+o
Hagamos
2]
a=Y |a,|.
n=0

[Aqui es donde utilizaremos (@)]. Sea dado ¢ > 0. Por (c), g, — O.
Por tanto, podemos elegir N tal que |8, < e¢paran = N, en cuyo
caso

[7al < [Bo@n+ 4 Pnauon| + |By+19u-n—-1 +*** + Brdol
S |ﬂoan+ +ﬁNan—N| + ed.

Conservando N fijo y haciendo n — oo, tenemos

lim sup |y,| < ea,

n—w
ya que @ — 0 cuando k — o. Y, al ser arbitrario ¢, queda
demostrado (21).

Otra interrogacibn que se presenta es si la serie I, tiene, siempre que
sea convergente, la suma 4B. Abel demostré que la respuesta es afirmativa:

3.51 Teorema Si las series La,, b, y Xc, convergen hacia A, B, Cyc, =

= a()b,,'+ e 4 a”bo’ es C = AB.

En este caso, no es necesario hacer ninguna hipotesis sobre la
convergencia absoluta. Daremos una demostracion sencilla (que se basa en
la continuidad de las series potenciales) después de ver el Teorema 8.2.

REORDENAMIENTOS

3.52 Definicion Sea {k,}, n = 1, 2, 3,..., una sucesion en la que cada
entero positivo aparece una vez y solo una (esto es, {k,} es una funcion 1-1
de J en J, segin la notacion de la Definicion 2.4). Haciendo

a,=a,, n=1273,..),

decimos que Za, es un reordenamiento de Ia,.
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Si [s,} y {s,} son las sucesiones de las sumas parciales de £a, y Xa/, se
ve facilmente que, en general, las dos sucesiones constan de términos
completamente diferentes. Hemos llegado, ahora, al problema de determinar
en qué condiciones convergeran todas los reordenamientos de una serie
convergente, y si las sumas de ellas son necesariamente iguales.

3.53 Ejemplo Consideremos la serie convergente

22) I—3+3—f+3-3+

y uno de sus reordenamientos.

23) Ltd—3+3+3-3+5+4—3+

en la que siempre a dos términos positivos sigue uno negativo. Si s es la
suma de (22).

s<l—-3i+31=2¢%
Como
1 1 1
—_—t—— —>0
w3t =1 %k
para k = 1, vemos que 5y < 5 < § < :-+, donde s, es la n-ésima suma

parcial de (23). Por tanto,

lim sup s, >s3 =4,
n—> w0

esto es, (23) no converge hacia s [dejamos al lector el comprobar que (23),
sin embargo, converge].
Este ejemplo ilustra el teorema siguiente, debido a Riemann.

3.54 Teorema Sea Ta, una serie convergente pero no absolutamente de
numeros reales, y sean a < 3 dos numeros dados (en el sistema ampliado
de numeros reales). Esto es,

~w<a<f<oo.
Existe un reordenamiento La,, con sumas parciales, s,, tales que:

(24) lim inf s, = «, lim sup s, = 8.

n—+w n—>o0
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Demostracion Sea

— 'anl +a,,’ q,= lanl —a,

P 5 3 5 (n=1,23,..).

Serap, — g, = a,; p, + ¢, = |a,|; p, = 0; g, = 0. Las series Ip, y
X g, seran ambas divergentes.
Porque si fueran convergentes,

Z(pn+ qn) = zlan‘

seria convergente, contrariamente a la hipotesis. Como

N N N N
ngl a, =”;1 (pn - qn) =nZ:l Dy —ngl qn>

la divergencia de Ip, y la convergencia de £g, (o viceversa) implica la
divergencia de Za, lo que, de nuevo, va contra la hipotesis.

Representemos, ahora, por P, P,, P,,..., los términos no
negativos de Za, en el orden en que figuran y Q,, Q,, Q,,..., los
valores absolutos de los términos negativos de La, en su orden.

Las series LP,, £Q, difieren de Lp,, Xq, solo en términos cero
y son, por tanto, divergentes.

Construyamos las sucesiones {m,}, {k,} tales que la serie

25) Pr+ 4Py — Q== Qg+ Py 0
F P, = Qi1 = = Qi s

que, como se ve facilmente, es un reordenamiento de La,, satisfaga
a (24). :
Elijamos sucesiones con valores reales {«,}, {3,} tales que o, —

B, = Ba <B,6 >0.
Sean m, k, los menores enteros, para los que

Pyt P> i,
Pot oot Py —Qy— o — O, <0y

m,, k, los enteros menores, para los cuales

Pid oot Py — Oy~ = QO+ Pyysa+ 0+ Py > B2,
P1+'”+Pm1_Ql.'“'_'Qk1+Pm1+1+'“+Pm1_Qk1+l
— = Oy, <y



SUCESIONES NUMERICAS Y SERIES 83

continuando de este modo, lo que es posible, porque P, y £Q,
divergen.

Si x,, y, representan las sumas parciales de (25), cuyos Gltimos
términos son P, y- Qk", sera

|xn"ﬁn| SPm,,a lyn_anl SQh:,.-

Como P, - 0y Q, — O cuando n — oo; vemos que x, — 3, ey, — a.

Finalmente, esta claro que ningin nimero menor que « O
mayor que 3 puede ser limite subsecuencial de las sumas parciales
de (25).

3.55 Teorema Si Xa, es una serie de niuimeros complejos que converge
absolutamente, entonces cualquier reordenamiento de La, converge, y todos
ellos convergen a la misma suma.

Demostracion Sea un reordenamiento Ia,, con sumas parciales s,.
Dado ¢ > 0, existe un entero N tal que m = n = N implica

(26) Y la| <e.
i=n

Ahora se escoge p de tal forma que los enteros 1, 2,..., N estén todos
en el conjunto k, k,,..., k, (se estd usando la notacion de la
Definicibn 3.52). Entonces si n > p, los ntimeros a,..., ay se
cancelaran al llevar a cabo la diferencia s, — s,, de tal forma que por
(26), |s, — s,| =< e. Por consiguiente {s;} converge hacia la misma
suma que (s, }.

EJERCICIOS

1. Demostrar que la convergencia de {s,} implica la de {|s,|}. ;Es verdad la inversa?
2. Calcular im (\/ n?2 + n — n).

n~

3. Sis, =42,y

Sa1=V24 s (1=1,2,3,..),

demostrar que |s,} converge, y que s, <2paran =1,2,3,...

4. Hallar los limites superior e inferior de la sucesion {s,] definida por

Sam-1
5, =0; Szm=—§""; Szm+1=§ + S2m.
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. Para cada dos sucesiones reales {a,}, {b,}, tenemos

lim sup (a, + b,) <lim sup a, + lim sup b,,

n—® n-» 0 n-»00

siempre que la suma de la derecha no sea de la forma oo — oo,

. Averiguar el comportamiento (convergencia o divergencia) de Za,, si

@) an=Vn+1—Vn;
® an = Y L=V,
n

(©) an=Vn—1y;

d) an = para valores complejos de z.

_1_
1427
Demostrar que la convergencia de La, implica la de
Va,

n

z

’

sia, = 0.
Si Za, converge y {b,] es monotona y acotada, Xa,b, converge.
Hallar el radio de convergencia de cada una de las series de potencias siguientes:

2!
@ Lz, ®) X7

2l| 3
© 52, @ 5=

Supongamos que los coeficientes de la serie de potencias £a,z” son enteros, y que
un nimero infinito de ellos son distintos de cero. Demostrar que el radio de
convergencia es, a lo mas 1.

Suponer que @, > 0, s, = a + *** + a,, y La, diverge.
an .
(a) Demostrar que Zl Ta diverge.
(b) Demostrar que
as+1 +_“+an+x >1— SN
SN+1 SN+k SN +k

a, .
y deducir que Zs— diverge.

(c) Demostrar que

an 1 1
)
S2 " Sno1 Sa
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13.

14,
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a
y deducir que Zs—: converge.

(d) ;Qué se puede decir acerca de

Qn
1+ na,

> and Y ————

?
1 + n3a,
Suponer que a, > 0y La, converge. Hacer

<«

Fa= 2, Gm.
m=n
(a) Demostrar que
-
m rll m

. . an .
si m < n, y deducir que 2;3 diverge.
n

(b) Demostrar que

\/r <2(\/;; \/rn-fl)

y deducir que Z converge

Demostrar que el producto de Cauchy de dos series absolutamente convergentes,
converge absolutamente.
Si Is,} es una sucesion compleja, se define su media aritmética o, como

=So+sx+"‘+sn

S (n=0,1,2,..)).

(a) Si lim s, = s, demostrar que lim ¢, = s.

(b) Construir una sucesion {s,} que no converja, aunque g, = O.

(c) {Que ocurriria si s, > 0 para todo n y lim sup s, = oo, aunque ¢, = 0?
(d) Hacer a, = s, — s,_,, para n = 1. Mostrar que

Sn — Z kax.
kal

Suponer que lim (na,) = 0 y que {o,} convergen. Demostrar que {s,} converge.
[Esto proporciona un inverso de (@), pero con la suposicion adicional de que
na, — 0.]

(e) Deducir la Gltima conclusion a partir de una hipotesis mas débil: Suponer M
< o, |na,| = M para todo n, y lim ¢, = o¢. Probar que lim s, = o,
completando lo siguiente:
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Si m < n, entonces

m+1 n
Si=On=1—— (O — o) +——— ‘_g‘,“(sn—-ﬁ).
Para estas i,
_ n—iM _(n—m—1)M
[$a— 5] < T < o

Con ¢ > 0 fijo y asociado a cada » el entero m que satisface la desigualdad

n—ée&
msl_-*-t: <m+1.

Entonces (m + 1)/(n — m) < 1/e y |s, — s;| > Me. De aqui que

lim sup|s,» — o] < Me.
n-+©

Ya que ¢ fue arbitrario, lim s, = o.

15. Puede ampliarse la Definicion 3.21 en el caso para el cual los a, pertenecen a
algiin R¥ prefijado. La convergencia absoluta se define como la convergencia de
Z|a,|. Mostrar que los Teoremas 3.22, 3.23, 3.25(a), 3.33, 3.34, 3.42, 3.45, 3.47
y 3.55 son verdaderos en este caso mas general. (Solo se requieren modificaciones
ligeras en las demostraciones.)

16. Si o es un namero positivo fijo, escoger x; > v a, y definir X,y X3, X4y..., POT
medio de la formula de recurrencia

1 o
Xn+1 =§(xu+"x—”)o

(a) Demostrar que {x,} decrece mono6tonamente y que lim x, = Va.
(b) Hacere, = x, — +/ @, y mostrar que

2 8:

&
n =" < —
Ents 2xn 2\/11

de modo que al poner 8 = 2y a.

Eoss <B (%)2 (n=1,2,3,..).

(c¢) Este es un buen algoritmo para calcular raices cuadradas, debido a que la
formula de recurrencia es sencilla y la convergencia en extremo rapida. Por
ejemplo, si « = 3 yx; = 2, mostrar que ¢,/3 < % ¥ que por lo tanto

£s <4 1018, &6 <4 10732,
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18.
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20.
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Sea « > 1 fijo. Si se toma x; > / « y se define

X _ot+x,._x+oc—x,,
T T xe T 1 xa”

(a) Demostrar que x; > x; > x; > -*°
(b) Demostrar que x, < x, < X, < ***
(¢) Demostrar que lim x, = v a.
(d) Comparar la rapidez de convergencia de este proceso con la del descrito en el
Ejercicio 16.
Reemplazar la formula de recurrencia del Ejercicio 16 por
—1

P a
Xn+1 =—‘;’—xn+—xu Pl

en donde p es un entero positivo fijo. Describir el comportamiento de las
sucesiones {x,} resultantes.

Asociar a cada sucesion @ = {a,} en la cual o, es 0 6 2, el namero real

® o

x(a) = 2 3

Demostrar que el conjunto de todos los x(a) es precisamente el conjunto de
Cantor que se describid en la seccion 2.44.

Suponer que {p,} es una sucesion de Cauchy en un espacio métrico X, y que
alguna subsucesion {p,,i} converge hacia un punto p € X. Demostrar que la
sucesion completa {p,} converge hacia p.

Demostrar el siguiente teorema, analogo al 3.10(b): Si [E,} es una sucesion de
conjuntos cerrados y acotados en un espacio métrico completo X, E, > E, |, ysi
lim diam E, =0,

no

(N PE, consta solamente de un punto.

Supongamos que X es un espacio métrico completo, y {G,} una sucesion de
subconjuntos abiertos densos de X. Demostrar el teorema de Baire, es decir, que
NG, es no vacio. (De hecho, es denso en X.) Sugerencia: Hallar una sucesion
decreciente de entornos cerrados E,, de modo que E, < G,, y aplicar el
Ejercicio 21.

Supongamos que {p,}y lg,} son sucesiones de Cauchy en un espacio meétrico X.
Demostrar que la sucesion (d(p,.q,)} converge. Sugerencia: Para cada m, n;

d(pn, qn) <A(Du, Pw) + A(Dm,qm) + A(Gm , G1);

s¢ deduce que

|d(pil ’ qn) - d(pm s qm)l

es pequefio si m y n son grandes.



88 PRINCIPIOS DE ANALISIS MATEMATICO

24,

25.

TN.

Sea X un espacio meétrico.

(a) Llamando a dos sucesiones de Cauchy {p,}, {g,} equivalentes en X, si
lim d(pn, qn) =0.
n—»

Demostrar que esta es una relacion de equivalencia.

(b) Sea X* el conjunto de todas las clases de equivalencia asi obtenidas. Si P €
X*, Q € X*, [p,) € P, {g,] € Q, definamos

A(P, Q) = lim d(p», qx);
nswo

Por el ejercicio 23, existe este limite, Demostrar que el nimero A(P,Q) permane-
ce invariable si se sustituyen {p,} y {g,} por sucesiones equivalentes, y de aqui que
A es una funcioén distancia en X*.
(c) Demostrar que el espacio métrico resultante X* es completo.
(d) Para todo p € X, existe una sucesion de Cauchy, cuyos términos son todos
p; sea P, el elemento de X* que contiene esta sucesion. Demostrar que

A(P,, P)) =d(p, q)

para todo p, ¢ € X. En otras palabras, la aplicacion ¢ definida por @(p) = P, es
una isometria (es decir, una aplicacion que conserva las distancias) de X en X*.
(e) Demostrar que ¢(X) es denso en X*, y que ¢(X) = X* si X es completo.
Por (d), podemos iaentificar X' y ¢(X) y considerar a X sumergido en el espacio
métrico completo X*. A X* le llamamos la completezt de X.

Sea X el espacio métrico cuyos puntos son los niameros racionales, con la métrica
d(x,y) = |x — y|. ;Cual es la completez, X*, de este espacio? (Comparar con el
Ejercicio 24.)

del E.: Se ha extendido ‘el uso de la palabra completez como traduccion del adjetivo

completness. La Academia ha aceptado el término complecién, y existe tendencia a emplear
este vocablo.
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CONTINUIDAD

El concepto de funcidn y parte de la terminologia, relacionada con ella, se
introdujeron en las Definiciones 2.1 y 2.2. Aunque (en capitulos posteriores)
prestaremos especial interés a las funciones reales y complejas (esto es, fun-
ciones cuyos valores son niimeros reales o complejos) también trataremos
sobre funciones vectoriales (esto es, con valores en R¥) y con valores en un
espacio métrico arbitrario. Los teoremas que trataremos de este modo gene-
ral no resultan mas sencillos si los limitamos, por ejemplo, a las funciones
reales; y realmente simplifica y aclara el panorama el descartar las hipoOtesis
innecesarias, y plantear y demostrar los teoremas en un sentido conveniente-
mente general.

Los dominios de definicion de nuestras funciones seran, pues, espacios
métricos, convenientemente especificados en varios casos.

LIMITES DE FUNCIONES

4.1 Definicion Sean X y Y espacios métricos; supongamos que E < X, f
mapea (0 aplica) E en Yy p es un punto limite de E. Escribiremos f(x) — ¢
cuando x — p o

6} lim f(x) =¢q

xX-*p
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si existe un punto g € Y con la siguiente propiedad: Para todo ¢ > 0 existe
un § > 0, tal que

#)] dy(f(x),q) < ¢
para todos los puntos x € E, para los cuales
A3) 0 <dy(x,p) <d.

Los simbolos d, y d, se refieren a las distancias en X e Y, respec-
tivamente.

Si X y/o Y se sustituyen por la recta real, el plano complejo, o algtin
espacio euclidiano R*, las distancias dy, d, se sustituyen por los valores ab-
solutos, o por las normas apropiadas (ver Sec. 2.16).

Debe observarse que p € X, pero p no necesita ser punto de E en la
definicion anterior. Ademas, aun si p € E, podemos tener f(p) # lim f(x).

Podemos enunciar de nuevo esta definicién, en lenguaje de limites de
sucesiones:

4.2 Teorema Sean X., Y, E, f, p como en la Definicion 4.1. Sera:

4) l'f; fx)=q
si y solo si
) lim f(p,) =4

para toda sucesion {p,} en E, tal que

© Pn# D, lim p, =p.

n—w

Demostracion Supongamos que se cumple (4). Elijamos {p,} en E,
de modo que satisfaga a (6). Sea ¢ > 0 dado. Existe 6 > 0, tal que
d,(f(x),q) <esixe Ey0 < dy(x,p) <. Existe, ademas, un N, tal
que n > N implica 0 < d,(p,,p) < 6. Asi, pues, para n > N, tene-
mos dy(p,),q) < &, lo que demuestra que se cumple (5).

Inversamente, supongamos que (4) es falso. Existira algin ¢ > 0,
tal que para todo 6 > 0 existe un punto x € E (dependiente de §), pa-
ra el cual d, (f)x),q)= ¢, pero 0 = d,(x,p) < 6. Tomando §, = 1/,
(n=1, 2, 3,...), hallamos una sucesidbn E que satisface a (6), para
la cual (5) es falso.

Corolario Si f tiene un limite en p, este limite es uinico.

Se deduce de los Teoremas 3.2(b) y 4.2.
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4.3 Definicion Supongamos que tenemos dos funciones complejas, fy g,
definidas ambas en E. Por f + g significamos la funcion que asigna, a cada
punto x de E el nimero f(x) + g(x). De igual modo definimos la diferencia
f — g, el producto fg y el cociente f/g de las dos funciones, debiendo enten-
derse que se define el cociente solamente en los puntos x de E, para los
cuales g(x) # 0. Si fasigna a cada punto x de E el mismo nimero c, se dice
que f es una funcién constante, o simplemente una constante, y escribimos
S = ¢. Sify g son funciones reales y f(x) = g (x) para todo x € E, escribi-
remos a veces f = g, por brevedad.

De igual modo, si f y g mapean (o aplican) E en R*, definimos f + gy
f-gpor

E+ () =10x) +8(),  ({-g)(x) =1(x) - gx);
y si \ es un namero real ADH(x) = NM(x).

4.4, Teorema Supongamos que E — X es un espacio métrico, p es un
punto limite de E, f y g son funciones complejas de E, y

lim f(x) =4, lim g(x) = B.

x=p x=p

Serg (a) hm f+ 2)x)=A + B;
(b) hm (fg)x) = AB:

x=p

AN
(©) lim (—é;)(x)- 4 si B0,

x-p

Demostracion Teniendo en cuenta el Teorema 4.2, estas afirma-
ciones se deducen inmediatamente de las propiedades analogas de las
sucesiones (Teorema 3.3).

Observacion Si f y g mapean E en R* (a) continia siendo cierto y (b) se
convierte en
(b’) lim (f - g)(x) = A - B.
xX=*p

(Comparese con el Teorema 3.4).

FUNCIONES CONTINUAS

4.5 Definicion Supongamos que X'y Y son espacios métricos, E < X, p
e Ey que faplica E en Y. En estas condiciones, se dice que f es continua en
p si para cada ¢ > 0 existe un § > 0, tal que

d(f(x), f(p)) < &

para todos los puntos x € E, para los cuales d, (x,p) < 6.
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Si f es continua en todo punto E, se dice que f es continua en E.
Se observara que f debe estar definida en el punto p para que sea con-
tinua en p. (Comparese con la observacion que sigue a la Definicion 4.1)

Si p es un punto aislado de E, la definicion implica que toda funcién ¥
que tiene a E como dominio de definicion es continua en p. Porque, si elegi-
mos un ¢ > 0 cualquiera, podemos escoger & > 0, de modo que el anico
punto x € E, para el cual dx(x,p) < 6 sea x = p; entonces

dy(f(x), f(p)) =0 <e.

4.6 Teorema En las condiciones enunciadas en la Definicion 4.5, si admi-
timos ademds que p es un punto limite de E, f serd continuo en p si, y solo si

lim,.., f(x) = f(p).

Demostracion Se ve facilmente si comparamos las Definiciones 4.1
y 4.5.

Volvamos, ahora, a la composiciéon de funciones. Un breve resumen
del teorema siguiente es que una funcién continua de una funcion continua,
es continua.

4.7 Teorema Supongamos que X, Y, Z son espacios métricos, E = X, f
mapea E en Y, g mapea al rango de f, f(E) en Z, y h es el mapeo de E en Z
definida por

h(x) =8(f(x)) (xeE).

Si f es continua en todo punto p € E y g es continua en el punto f(p), h en-
tonces es continua en p.

Esta funcion & se denomina la composicién o funcién compuesta de f'y
g. Se escribe comiinmente :

h=gof

Demostracion Sea ¢ > 0 dado. Como g es continua en f(p) existe
unn > 0, tal que

d(g(n), g(f(p) < esidy(y, f(P)) <n y yef(E).

Como f es continua en p, existe un § > 0, tal que

dy(f(x), /() <nsidy(x,p)<é y xeE.
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Se deduce que

d(h(x), h(p)) = d(e(f(x)), 8(f(P))) < ¢
si dy(x,p) < 6,y x € E. Asi, pues, 4 es continua en p.

4.8 Teorema Una aplicacion (o mapeo) f de un espacio métrico X en un
espacio métrico Y es continua en X si, y solo si f~'(V) es abierto en X para
todo conjunto abierto V en Y.

(Las imagenes inversas se definieron en la Definicion 2.2.) Esta es una
caracterizacion muy util de la continuidad.

Demostracion Supongamos que f es continuo en X y que V es un
conjunto abierto en Y. Tenemos que demostrar que todo punto de
J=(V) es un punto interior de f~!(V). Para ello, sea p € Xy f(p) €
V. Como V es abierto, existe un ¢ > 0, tal que y € Vi d,(f(p),y) <
g, y como f es continua en p, existe 6 > 0, tal que d, (f(x),f(p)) <e¢
si dy(x,p) < 8. Asi, pues, x € f~'(V) en cuanto d, (x,p) < 6.
Inversamente, supongamos que f—!(}V) es abierto en X para to-
do conjunto abierto V en Y. Fijemos p € Xy ¢ > 0, y sea V el con-
junto de todo y € Y, tal que 4, (y,f(p)) < e. V sera abierto; por lo que
S~Y(V) es abierto, y, por tanto, existe un 6 > 0, tal que x € f~'(V) en
cuanto d,(p,x) < 6. Pero si x € f~'(V), se verifica que f(x) € V, de
modo que d, (f(x),f(p)) < &, lo que completa la demostracion.

Corolario Una aplicacion f de un espacio métrico X en un espacio métrico
Y es continua si y solo si f~' (C) es cerrado en X para cada conjunto cerrado
Cen.

Esto se deduce del teorema, ya que un conjunto es cerrado si y solo si,
su complemento es abierto, y como f~'(E') = [f'(E)} paracada E < Y.

Volvemos, ahora, a las funciones con valores complejos y vectoriales,
y a las definidas en subconjuntos de R,

4.9 Teorema Sean f y g funciones complejas continuas en un espacio
métrico X. f + g, fg, y f/g son continuas en X.

En el altimo caso, evidentemente, debemos suponer gue g(x) # 0 para
todo x € X.

Demostracion Respecto de los puntos de X no hay nada que de-
mostrar. En los puntos limites, el enunciado se deduce de los Teore-
mas 4.4 y 4.6.
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4.10 Teorema

(a) Sean f,,..., [ funciones reales en un espacio métrico X, y sea f
la aplicacién de X en R* definida por

) i) = (i(®), ... /ix)  (x€X);

f es continua si, y solo si cada una de las funciones f,,.. ., f, es continua.
(b) Sif y gson aplicaciones continuas de X en R*, f + gy f+ gson
continuas en X.

Las funciones f|,..., f; se llaman componentes de f. Obsérvese
que f + g es una aplicacion en R, mientras que f * g es una funcion
real en X.

Demostracion El apartado (a) se deduce de las desigualdades
k ¥
i =0 < 1169 = 1)) ={ 3. 11w — 1017

paraj = 1,..., k. El (b) se deduce de (@) y del Teorema 4.9.

4.11 Ejemplos Si x,,..., x son las coordenadas del punto x € R*, las
funciones ¢; definidas por '

®) di(x) = x; (xe Rk)
son continuas en R¥, pues, la desigualdad
[$4x) — V| < [x—y|

demuestra que podemos tomar § = ¢ en la Definicion 4.5. A las funciones ¢,
se les llama a veces funciones coordenadas.
Repitiendo la aplicacion del Teorema 4.9, se ve que todo monomio

© XX . X

en el que n,,..., n, son enteros no negativos, es continuo en R¥. Esto mismo
es cierto para los productos de (9) por una constante, pues las constantes
son, evidentemente, continuas. Se deduce que todo polinomio P, dado por

(10) P(X) =ZCp oo X0 ... X0 (X€RY),

es continuo en Rt. En él, los coeficientes ¢, .., son nameros complejos,
n,..., n, son enteros no negativos, y la suma en (10) tiene un namero finito
de términos.
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Ademas, toda funcion racional en x,..., X, esto es, todo cociente de
dos polonomios de la forma (10), es continua en R* cuando el denominador
es diferente de cero.

De la desigualdad del triangulo se ve facilmente que

(11) [Ix[ = [yl| < |x—y[ (x,yeR".

Por tanto, la aplicaciéon x — |x| es una funcion real continua en R*.

Si, ahora, f es una aplicacion continua de un espacio métrico X en R*,
y ¢ esta definida en X por ¢(p) = |f|(p)|, se deduce por el Teorema 4.7,
que ¢ es una funcion real continua en RF.

4.12 Observacion Hemos definido la nocion de continuidad para fun-
ciones definidas en un subconjunto = de un espacio métrico X. Sin embargo,
el complemento de E en X no juega ningln papel en estua definicion (obsér-
vese que la situacion era algo diferente para los limites de funciones). En
consecuencia, podemos descartar el complemento del dominio de definicion
de f, lo que significa que podemos hablar solamente de aplicaciones conti-
nuas de un espacic métrico en otro, en lugar de hacerlo de aplicaciones de
subconjuntos, ¢or lo cual se simplifican el enunciado y la demostracion
de algunos teoremas. Ya hemos hecho uso de esto en los Teoremas 4.8 a
4.10, y continuaremos haciéndolo en las secciones de compacticidad y
conexion.,

CONTINUIDAD Y COMPACTICIDAD

4.13 Definiciobn Se dice que una aplicacion f de un conjunto E en R* es
acotada si existe un namero real M, tal que |[f(x)| < M para todo x € E.

4.14 Teorema Supongamos que f es una aplicacion continua de un espa-
cio métrico compacto X en un espacio métrico Y. f{X) seré compacto.

Demostracion Sea {V,} una cubierta abierta de f{X). Como f es con-
tinua, el Teorema 4.8 demuestra que todos los conjuntos f~'(V,) son
abiertos. Como X es compacto, hay un numero finito de indices,
a®,..., a,, tales que

(12) chhl(Val) o Uf_l(Van)~
Como f(f~'(E)) < E, paratodo E < Y, (12) implica que

(13) S(X)c Ve -UV,,.

lo que complementa la demostracion.
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Nota: Hemos utilizado la expresion f(f~(E)) < E, valida para E <
Y. Si E < X, solo podemos afirmar que f~'(AE)) o E sin que, necesa-
riamente, se cumpla la igualdad.

Ahora. deduciremos algunas consecuencias del Teorema 4.14.

4.15 Teorema Si f es una aplicacion continua de un espacio métrico com-
pacto X en R, £(X) es cerrado y acotado. Asi pues, f es acotada.

Se deduce del Teorema 2.41. El resultado es particularmente importan-
te cuando f es real:

4.16 Teorema Supongamos que f es una funcién real continua en un es-
pacio métrico compacto X, y

(14) M = sup f(p), m= Ilf:if (»)-

preX
Existen puntos p, q € X, tales que f(p) = M y f(q) = m.

La notacion utilizada en (14) significa que M es la minima cota supe-
rior del conjunto de todos los niimeros f(p), cuando p tiene por rango a X,
y m es la maxima cota inferior de este conjunto de niimeros.

También puede enunciarse la conclusion como sigue: Existen puntos p
y q en X tales gue f(q) < f(x) = f(p) para todo x € X; esto es, falcanza su
maximo (en p) y su minimo (en q).

Demostracion Por 1 Teorema 4.15, f(X) es un conjunto cerrado y
acotado de nimeros reales; por tanto, contiene a su extremo superior
M y al inferior m (Teorema 2.28).

4.17 Teorema Supongamos que f es una aplicacion continua 1-1 de un es-
pacio métrico compacto X sobre un espacio métrico Y. La aplicacion inversa
S-! definida en Y por

U =x  (xeX)
es una aplicacion continua de Y sobre X.

Demostracion Aplicando el Teorema 4.8 a f~! en lugar de f, vemos
que basta demostrar que f(V) es un conjunto abierto en Y para todo
conjunto abierto V en X. Fijemos un tal conjunto, V.

El complementario V¢ de V es cerrado en X y, por tanto, com-
pacto (Teorema 2.35), por lo cual f(}*) es un subconjunto compacto
de Y (Teorema 4.14) y es cerrado en Y (Teorema 2.34). Como f es
una aplicaciébn 1-1 y sobre, f(V) es el complemento de f(1*). Por tan-
to, f(V) es abierto.
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4.18 Definicion Sea f una aplicacion de un espacio métrico X en un espa-
cio meétrico Y. Decimos que f es uniformemente continua en X si para cada e
> 0, existe § > 0 tal que

(13) d(f(p).f@) < e

para todos los valores de p y ¢ en X para los que dy (p,q) < 6.

Consideremos las diferencias entre los conceptos de continuidad y con-
tinuidad uniforme. Primeramente, la continuidad uniforme es una propiedad
de una funcién en un conjunto, mientras que la continuidad se puede definir
en un solo punto; y no tiene sentido la pregunta de si una funcién es unifor-
memente continua en un cierto punto. Segundo, si f es continua en X, es po-
sible hallar para cada ¢ > 0 y cada punto p de X, un nimero 6 > 0 que
posee la propiedad enunciada en la Definicion 4.5. Este 6 depende de ¢ y de
p. Pero si f es uniformemente continua en X, es posible hallar, para cada ¢
> 0, un nimero 6 > 0 que la cumpla para todos los puntos p de X.

Es evidente que toda funcion uniformemente continua es continua. Del
teorema siguiente se deduce que los dos conceptos son equivalentes en los
conjuntos compactos. :

4.19 Teorema Sea f una aplicacion continua de un espacio métrico com-
pacto X en un espacio métrico Y. f es uniformemente continua en X.

Demostracion Sea ¢ > 0 dado. Como f es continua, podemos aso-
ciar a cada punto p € X un namero positivo ¢(p) tal que

(16 9 X, dy(p.) <$(p) implies dy(f(p) F@) <3

Sea J(p) el conjunto constituido por todo g € X para el cual

an dx(p, 9) < 1¢(p).
Como p € J(p), la coleccion de todos los conjuntos J(p) es un re-

cubrimiento abierto de X; y como .X es compacto, hay un conjunto fi-
nito de puntos p,,..., p, en X tal que

(18) XcJ(p) v - vl(p)
Hacemos

19) 0 =1 min [¢(p,), ..., d(p)):

Sera: 6 > 0. (Este es un punto en que el caracter de finito del recubri-
miento, inherente a la definicibn de compacticidad, es esencial.
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(20)

El minimo de un conjunto finito de nimeros positivos es positi-
vo, mientras que el inf de un conjunto infinito de nimeros positivos
puede muy bien ser 0.)

Sean, ahora, p y g puntos de X tales que d,(p,q) < é. Por (18)
hay un entero m, 1 < m < n, tal que p € J(p,,); por tanto,

m

dx(P, pm) < %(p(pm)’

y tenemos también que

dx(q, Pm) < dx(p, @) + dx(P, Pw) <6 + 3d(Py) < H(Py)-

Finalmente, (16) demuestra que, por consiguiente,

dy(/(p), /@) < dy(f (D), S (P)) + dx(f (@), S (Pm)) < &.

Lo que completa la demostracion,

En el Ejercicio 10 se da otra demostracion.
Procederemos, ahora, a demostrar que la compacticidad es esencial en

las hipotesis de los Teoremas 4.14, 4.15, 4.16 y 4.19.

4.20 Teorema Sea E un conjunto no compacto en R'.

@n

(a) existe una funcion continua en E que no estd acotada;

(b) existe una funcién continua y acotada en E que no tiene maximo.
Si, ademadas, E es acotado,

(¢) existe una funciéon continua en E que es no uniformemente

continua.

Demostracion Supongamos primeramente que E es acotado, de

modo que existe un punto limite x, de £, que no es punto de E. Con-
sideremos

S =

(xe FE).
x_xo

Es continua en E (Teorema 4.9) pero, evidentemente, no es acotada.
Para ver que (21) no es uniformemente continua, seane¢ > 0yé > 0
arbitrarios, y elijamos un punto x € E tal que |x — x,| < 6. Toman-
do ¢ suficientemente proximo a x,, podemos hacer la diferencia |f(¢)
— f(x)| mayor que ¢, aunque |t — x| < §. Como esto es cierto para
todo 6 > 0, f no es uniformemente continua en E.
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La funcién g dada por

(22 &(x) = (xeE)

1+ (x — xp)?
es continua en E, y acotada, pues 0 < g(x) < 1. Es claro que

sup g(x) =1,
xeE
mientras que g(x) < 1 para todo x € E. Asi pues, g no tiene maximo
en E.
Habiendo demostrado el teorema para conjuntos acotados E,
supongamos que E no es acotado. Entonces f(x) = x demuestra (a)
mientras que

2

23) W) =——  (x€E)

1+x

establece (b), pues

sup A(x) =1

xeE

y h(x) < 1 para todo x € E.

La afirmacion (c) seria falsa si se suprimiera la acotabilidad de
la hipobtesis. Porque, si E es el conjunto de todos los enteros, toda
funcioén definida en él es uniformemente continua en E. Para verlo,
basta tomar 6 < 1 en la Definiciobn 4.18.

Concluimos esta seccion demostrando que la compacticidad es también
esencial en el Teorema 4.17.

4.21 Ejemplo Sea X el intervalo semi-abierto [0,27) en la recta real, y f la
aplicacion de X sobre el circulo Y constituido por todos los puntos cuya dis-
tancia al origen es 1, dados por

24) f(t) = (cos t,sent) O <t<2n).

La continuidad de las funciones trigonométricas coseno y seno, tanto como
sus propiedades de periodicidad, se demostraran en el capitulo 8. Admitién-
dolas, es facil ver que f es una aplicacién continua 1-1 de X sobre Y.

Sin embargo, la aplicacion inversa (que existe, pues f es 1-1 y sobre)
deja de ser continua en el punto (1,0) = f(0). Ciertamente, X no es compac-
to en este ejemplo. (Puede ser interesante observar que f-' deja de ser conti-
nua ja pesar del hecho de ser Y compacto!)
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CONTINUIDAD Y CONEXIBILIDAD

4.22 Teorema Sif es una aplicacién continua de un espacio métrico X en
un espacio métrico Y, y si E es un subconjunto conexo de X, entonces f(E)
es conexo.

Demostracion Supodngase por el contrario, que f(E) = A VB, en
donde A y B son subconjuntos separados no vacios de Y.

Sise hace G = E n f~Y(A) H = E n f~(B).

Entonces £ = G v H, y ni G ni H son vacios.

Debido a que A = A (la cerradura de A), se tiene que G
f~1(A); el Gltimo conjunto es cerrado, porque f es continua; de aqui
que G = f-'(A). Y se obtiene f(G) ¢ A. Como f(H) = By A N
B es vacio, se puede concluir que G n H es vacio.

El mismo argumento muestra que G ~ H es vacio. Por lo tanto
G y H son separados. Esto es imposible si E es conexo.

4.23 Teorema Sea f una funcién real continua en el intervalo [a,b]. Si
f(@) < f(b) y c es un numero tal que f(a) < ¢ < f(b), existe un punto x €
(a,b) tal que f(x) = c.

Evidentemente, se mantiene un resultado similar si f(a) > f(b).
Hablando vulgarmente, el teorema expresa que una funcion real continua
adopta en un intervalo todos los valores intermedios.

Demostracion Por el Teorema 2.47, [a,b] es conexo; por tanto, el
Teorema 4.22 demuestra que f([a,b]) es un subconjunto conexo de
R!', y la afirmacion queda demostrada si consideramos nuevamente el
Teorema 2.47.

4.24 Observacion A primera vista, puede parecer que el Teorema 4.23
tiene un reciproco. Esto es, puede pensarse que si para cada par de puntos x;
< X, y para todo namero ¢ comprendido entre f(x,) y f(x,), hay un punto x
en (x,,x,) tal que f(x) = ¢, f debe ser continua.

Que esto no es asi, puede deducirse del Ejemplo 4.27(d).

DISCONTINUIDADES

Si x es un punto en el dominio de definicion de la funcion f, en el cual ésta
no es continua, decimos que f es discontinua en x, o que f tiene una disconti-
nuidad en x. Si x esta definida en un intervalo o en un segmento, se suelen
distinguir dos tipos de discontinuidades. Antes de dar esta clasificacion, te-
nemos que definir los limites por la derecha y por la izquierda de f en x, que
representaremos por f(x +) y f(x —), respectivamente.
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4.25 Definicibn Supongamos f definida en (a,b). Consideremos todo pun-
to x tal que ¢ < x < b. Escribiremos

SGx+)=¢q

si f(£,) — g cuando n — oo, para todas las sucesiones {z,} en (x,b) tales que
t, — x. Para obtener la definicion de f(x —), para ¢ < x < b, nos limita-
mos a las sucesiones {¢,} en (a,x).

Es claro que en cada punto x de (a,b), existe lim f(¢) si, y solo si

tox

fx+) =f(x—) = ltimf(t)-
4.26 Definicion Supongamos f definida en (a,b). Si f es discontinua en el
punto x y existe f(x+) y f(x—~) se dice que f tiene una discontinuidad de pri-
mera clase o una discontinuidad simple, en x. De otro modo, se dice que la
discontinuidad es de segunda clase.
Hay dos formas en que la funcidén puede tener una discontinuidad
simple: o f(x+) # f(x—) [en cuyo caso el valor de f(x) carece de interés] o

Sfx+) = fix=) # f(x).

4.27 Ejemplos
(a) Definamos

_ {1 (x racional),
S&x) = {0 (x irracional).

En estas condiciones, f tiene una discontinuidad de segunda cla-
se en cada punto x, pues no existen f(x+), ni f(x—).
(b) Definamos

_{x  (xracional),
fx) = {0 (x irracional).

S es continua en x = 0 y tiene una discontinuidad de segunda
clase en todos los demas puntos.
(c) Definamos

x+2 (-3<x< -2,
f={~-x-2 (-2<x<0),
x+2 O<x<1).

f tiene una discontinuidad simple en x = 0 y es continua en to-
do otro punto de (— 3,1).
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(d) Definamos
1

£ = sen; (x #0),

0 (x =0).

Como no existe f(0 + ) ni f(0-), f tiene una discontinuidad de
segunda clase en x = 0. Todavia no hemos demostrado que sen x es
una funcion continua. Si lo suponemos de momento, el Teorema 4.7
implica que f es continua en todo punto x # 0.

FUNCIONES MONOTONAS

Estudiaremos, ahora, las funciones que no decrecen nunca (0 no crecen) en
un segmento dado.

4.28 Definicion Sea f un namero real en (a,b). Se dice que f es monétona
creciente en (a,b) sia < x < y < b implica f(x) < f(y). Si se invierte la Gl-
tima desigualdad, obtenemos la definicion de funcidbn mondtona decreciente.
La clase de las funciones monotonas esta constituida por las crecientes y las
decrecientes.

4.29 Teorema Sea f monétona creciente en (a,b). Existen f(x+) y f(x—)
en todo punto x de (a,b). Mas preciso:

(29 sup f(t) =f(x~) <f(x) <f(x+) = ir:f;bf(t)-

a<t<x

Ademds, sia < x <y < b, serd
(26) fx+)<f(r-).

Evidentemente, resultados analogos se cumplen para las funciones mo-
noétonas decrecientes.

Demostracion Por hipotesis, el conjunto de nameros f(¢), donde a
< t < x esta acotado superiormente por el nimero f(x), y por tanto
tiene una minima cota superior que llamaremos A. Evidentemente A
< f(x). Tenemos que demostrar que A = f(x—).

Sea ¢ > 0 prefijado. De la definicion de 4 como minima cota
superior se deduce que existe 8 > Otalquea < x — 6 < x,y

27 A—e<f(x—90)<A.
Como f es monobtono, tenemos

(28) fx=98)<f(t)<4 (x—-9d<t<x).
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Combinando (27) y (28), vemos que
[f()—A| <e x—06<t<x).

Por tanto, f(x—) = A.
La segunda mitad de (25) se demuestra de igual modo.
Continuando, sia < x < y < b, de (25) vemos que

(29) f(x+) = inf f(¢) = inf f(2).
x<t<b x<t<y
La ultima igualdad se obtiene aplicando (25) a (a,y) en lugar de (a,b).
De igual modo,

(30) J(y=) = sup f(t) = sup f(2).

a<t<y x<t<y

La comparacion de (29) y (30) da (26).

Corolario Las funciones monétonas no tienen discontinuidad de segunda
clase.

Este corolario implica que toda funcién monoétona es discontinua a lo
mas en un conjunto numerable de puntos. En lugar de recurrir al teorema
general, cuya demostracion se expone en €l Ejercicio 17, damos aqui una de-
mostracion sencilla, aplicable a las funciones moné6tonas.

4.30 Teorema - Sea f monotona en (a,b). El conjunto de puntos de (a,b)
en los que f es discontinua es a lo sumo numerable.

Demostracion Supongamos, para concretar, que f es creciente y sea
E ¢l conjunto de puntos en los que f es discontinua.

Con cada punto x de E, asociamos un nimero racional r(x) tal
que

flx=) <r(x) <flx+).

Como x, < x, implica f(x, +) =< f(x,—), vemos que r(x;) # r(x,) si
X, # X,.

Hemos establecido, asi una correspondencia 1-1 entre el conjun-
to E y un subconjunto del conjunto dé niimeros racionales. Este alti-
mo, como sabemos, es numerable.

4.31 Observacion Se habra notado que las discontinuidades de una fun-
cibn monoétona no son necesariamente aisladas. De hecho, dado un subcon-
junto numerable cualquiera E de (a,b) que puede incluso ser denso, pode-
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mos construir una funcién f, monétona en (a,b) discontinua en todo punto
de E, y en ningln otro punto de (a,b).

Para demostrarlo, supongamos los puntos de E ordenados en una su-
cesion fx,}, n = 1, 2, 3,... Sea {c,} una sucesion de nameros positivos tal
que X¢, converge. Definamos

a3n f®=3 c (a <x<b).

Xn<X

debiendo entenderse la suma como sigue: se suman los términos con indices
n para los cuales x, < x. Si no hay puntos x, a la izquierda de x, la suma es
vacia, y siguiendo el convenio usual, diremos que es cero. Como (31) conver-
ge absolutamente, carece de importancia el orden en que estan colocados los
términos.

Dejamos al lector la comprobacion de las siguientes propiedades de f:

(a) fes mondtona creciente en (a,b);
(b) fes discontinua en todo punto de E; en realidad,

f(xn+) _f(xn—) =Cp-
(¢) f es continua en cualquier otro punto de (a,b).

Ademas, no es dificil ver que f(x—) = f(x) en todos los puntos de
(a,b). Si una funcion satisface esta condicion, decimos que f es continua por
la izquierda. Si se hubiera tomado la suma en (31) para todos los indices n
para los que x, < x, hubiéramos tenido f(x+) = f(x) en todo punto de
(a,b), esto es, f hubiera sido continua por la derecha.

Pueden definirse también funciones de este tipo por otro método; co-
mo ejemplp, nos referimos al Teorema 6.16.

LIMITES INFINITOS Y LIMITES EN EL INFINITO

Para poder operar en el sistema ampliado de los niimeros reales, ampliare-
mos el alcance de la Definicion 4.1, volviéndola a enunciar en términos de
vecindades.

Para todo namero real x, hemos definido ya una vecindad de x como
un segmento (x — 8, x + 6).

4.32 Definicion Para todo namero real c, el conjunto de los niameros rea-
les x tales que x > ¢, se dice que es una vecindad de + o y se escribe
(x, + ®). Del mismo modo, el conjunto (— o,c) es una vecindad de — .

4.33 Definicion Supongamos f una funcion real definida en E. Decimos
que '
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ft)—> A4 sit-x,

donde A y x pertenecen al sistema ampliado de nimeros reales, si por cada
vecindad U de A existe una vecindad V de x tal que V n E es no vacio, y
que f(t) € Uparatodot e V n E, t # x.

Facilmente se ve que esto coincide con la Definicion 4.1 cuando A y x
son reales.

También es cierto el analogo al Teorema 4.4, y la demostracion no
contiene nada nuevo. Lo enunciamos para constancia.

4.34 Teorema Supongamos f y g definidas en E. Supongamos
ft)— A4, g(t)—>B sit—x.
Serd:

(@ f@)—A" implica A" = A.
®) (f+e)t)—~A4+B,

(e) (f2)(t)~— 4B,

(@) (fle)t)— AlB,

siempre que estén definidos los segundos miembros de (b); (c¢) y (d).
Obsérvese que no estan definidos oo — o0; 0 - o0; o0/00 y A/0 (ver la
Definicion 1.23).

EJERCICIOS

1. Supoéngase que f es una funcion real definida sobre R' que ademas satisface la
condicion

l;.'.'H) fx+h)—flx—h]=0

para cada x € R'. ;Lo anterior implica que f es continua?
2. Si fes un mapeo continuo de un espacio métrico X en un espacio métrico Y, de-
mostrar que

f(E) < f(E)

para cada conjunto £ < X. (E denota la cerradura de £.) Por medio de un
ejemplo, mostrar que f(E) puede ser un subconjunto propio de f(E).

3. Sea funa funcibn real continua sobre un espacio métrico X. Sea Z(f) (el conjun-
to cero de f) el conjunto de todos los p € X en los que f(p) = 0. Demostrar que
Z(f) es cerrado.

4. Sean fy g aplicaciones continuas de un espacio métrico X en otro espacio métri-
co Y, y E un subconjunto denso de X. Demostrar que f(E) es denso en f(X). Si
ademas g(p) = f(p) para todo p € E, demuéstrese que g(p) = f(p) para todo p



106 PRINCIPIOS DE ANALISIS MATEMATICO

10.

11.

12.

13.

e X. (Dicho de otro modo, una aplicacidn continua se determina por medio de
sus valores sobre un subconjunto denso de su dominio.)
Si f es una funcion real continua definida en un conjunto cerrado E < R!, de-
mostrar que existen funciones reales continuas g en R! tales que g(x) = f(x) pa-
ra todo x € E. (A tales funciones se les llama extensiones continuas de f, de E a
R')) Demostrar que el resultado es falso si se omite la palabra «cerrado».
Ampliar el resultado a las funciones con valores vectoriales. Sugerencia: Suponer
que la grafica de g es una recta en cada segmento de los que constituyen el
complemento de E (comparar con el Ejer. 29, Cap. 2). El resultado permanece
cierto si se sustituye R! por un espacio meétrico, pero la demostracidbn no es tan
sencilla.
Si f esta definida en E, su grdfica es el conjunto de los puntos (x,f(x)), para x
eE. En particular, si E es el conjunto de los nimeros reales y f tiene valores rea-
les, la grafica de f es un subconjunto del plano.

Suponiendo que E es compacto, demostrar que f es continua en E si, y solo
si su grafica es compacta.
Si E <« Xy fes una funcion definida en X, la restriccion de f a E es la funcion g
cuyo dominio de definicion es E, tal que g(p) = f(p) para p € E. Definir fy
g en R? por: f(0,0) = g(0,0) = 0, f(x,y) = xy2/(x* + y¥, g(x,y) = 0/ (x* +
+ ¥ si(x,y) # (0,0). Demostrar que f es acotada en R2, que g es no acotada en
cualquier vecindad de (0,0) v que f no es continua en (0,0); y sin embargo las
restricciones de /'y de g a cada recta en R? son continuas.
Sea f una funcion real uniformemente continua en el conjunto acotado E en R!.
Demostrar que f es acotada en E. '

Demostrar que la conclusion es falsa si se omite de la hipotesis el caracter
de acotado de E.
Mostrar que en términos de didmetros de conjuntos, el requisito de la definicion
de la continuidad uniforme puede volverse a enunciar de la manera siguiente: pa-
ra cada ¢ > 0 existe un 8 > 0 tal que didm f(E) < ¢ para todo E = X con
diam E < 6.
Completar los detalles de la siguiente demostracion alternativa del Teorema 4.19:
si f no es uniformemente continua, entonces para alguna ¢ > 9 hay sucesiones
v}, 1g,} en X tales que dy(p,.q,) — 0, pero d(f(p,), f(q,) > & Usar el Teore-
ma 2.37 para llegar a una contradiccion.
Supongase que f es un mapeo uniformemente continuo de un espacio métrico X
en un espacio métrico Y y demuéstrese que {f(x,)} es una sucesion de Cauchy en
Y para cada sucesion de Cauchy {x,} en X. Usar este resultado para dar una de-
mostracion alternativa del teorema establecido en el Ejercicio 13.
Una funcién uniformemente continua de una funcion uniformemente continua es
uniformemente continua.

Establecer lo anterior con més precisibn y demostrarlo.
Sea E un subconjunto denso de un espacio métrico X, y sea f una funcion real-
uniformemente continua definida sobre E. Demostrar que f tiene una extension
continua de E a X (para terminologia véase el Ejercicio 5). (La unicidad se dedu-
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ce del Ejercicio 4.) Sugerencia: para cada p € X y cada entero positivo n, sea
V,(p) el conjunto de todos los g € E con d(p,q) < 1/n. Usar el Ejercicio 9 para
mostrar que la interseccion de las cerraduras de los conjuntos f(V,(p)), f(V»(P)),
consiste de un solo punto, por ejemplo g(p), de R!. Demostrar que la funcion g
asi definida sobre X es la extension de f deseada.

(Puede reemplazarse el espacio rango R! por R*? ;Por cualquier espacio
meétrico compacto? ;Por cualquier espacio métrico completo? ;Por cualquier es-
pacio métrico?

Sea I = [0,1] el intervalo cerrado unitario. Supongase que fes un mapeo conti-
nuo de [ en /. Demostrar que f(x) = x para al menos un x € I.

Un mapeo de X en Y se dice que es abierto si f(V) es un conjunto abierto en Y
siempre que V es un conjunto abierto en X.

Demostrar que cada mapeo abierto continuo de R' en R! es monoétono.
Representemos por [x] el mayor entero contenido en x, esto es, [x] es el entero
tal que x — 1 < [x] = x, y llamemos (x) = x — [x] a la parte fraccionaria de x.
Qué discontinuidades tendran las funciones [x] y (x)?

Sea f una funcion real definida en (a, ). Demostrar que el conjunto de puntos en
el que f tiene una discontinuidad simple es a lo sumo numerable. Sugerencia: Sea
E el conjunto en el cual f(x—) < f(x+). Con cada punto x de E se asocia una
terna (p,q,r) de niimeros racionales tales que

@) fix=) < p < flix+),

(b) a < q <t < ximplica f(t) < p,

() x < t < r < bimplica f(t) > p.

El conjunto formado por tales ternas es numerable. Demostrar que cada terna es-
ta asociada con, a lo sumo, un punto de E. Operar en igual forma con los otros
tipos posibles de discontinuidades simples.

Todo numero racional x puede estar escrito en la forma x = m/n, de donde, n
> 0, y my n son enteros sin ningun divisor comun. Cuando x = 0, tomamos
n = 1. Considerar la funcion f definida en R! por

0 (x irracional),

fx)={1 ( m)
- x==).

n n

Demostrar que f es continua en todo punto irracional, y tiene una discontinuidad
simple en todo punto racional.
Supobngase que f es una funcion real con dominio R!, y que tiene la propiedad
del valor intermedio: Si f(@) < ¢ < f(b), entonces f(x) = c¢ para alglin x entre
ay b.

Supbngase también que, para cada racional r, el conjunto de todos los x
con f(x) = r es cerrado.

Demostrar que f es continua.

Sugerencia: Si x, — x,, pero f(x,) > r > f(x,) para algan r y todo n, en-
tonces f(f,) = r para algin ¢, entre x, y x,; de aqui /, — x,. Encontrar una
contradiccion. (N.J. Fine, Amer. Math. Monthly, vol. 73, 1966, p. 782.)
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20.

21.

22.

23.

Si E es un subconjunto que no es vacio de un espacio métrico X, se define la dis-
tancia de x € X a E por medio de

pe(x) = inf d(x, z).

(a) Demostrar que p(x) = Osiysolosix e E.
(b) Demostrar que p es una funcidbn uniformemente continua en X, mostrando
primero que

| pe(x) — pe(¥)| < d(x,y)

paratodox € X, y € X.
Sugerencia: p(x) < d (x,z) = d (xy) + d(y,z), de modo que

pe(x) < d(x, y) + pe(¥).

Suponer que K y F son conjuntos ajenos en un espacio métrico X, K es compacto
y F cerrado. Demostrar que existe § > 0 tal que d(p,q) > ésipe Kyq e F.
Sugerencia: py es una funcion positiva continua en K.

Demostrar que la conclusion puede ser falsa para dos conjuntos cerrados
ajenos si ninguno de ellos es compacto.

Sean A y B conjuntos cerrados no vacios, ajenos, en un espacio métrico X. Definir
p«(p)
=t € X).
o=+ ¢

Demostrar que f es una funcidbn continua en X cuyo rango esta en [0,1], que
f(p), = 0 precisamente en A y f(p) = 1 precisamente en B. Esto establece un in-
verso del Ejercicio 10: todo conjunto cerrado A <« X es Z(f) para alguna f real
continua en X. Poniendo

V=f- 1([0’ }))9 w =f— 1((}’ 1]):

demostrar que V' y W son abiertos y ajenos yque A « Vy B < W, (Asi,
los pares de conjuntos cerrados ajenos en un espacio métrico, pueden ser recu-
biertos por pares de conjuntos abiertos ajenos. Esta propiedad de los espacios
métricos se llama normalidad.)

Se dice que una funcion de valores reales f definida en (a,b) es convexa si

SFx+ (1 =) M)+ A - D)

siemprea < x < b,a <y < b, 0 <\ < 1. Demostrar que cada funcion convexa
es continua. Demostrar después que cada funcion convexa creciente de una fun-
cion convexa es-convexa. (Por ejemplo, si f es convexa, también lo es e/.)

Si fes convexaen (g,b) ysia < s < t < u < b, mostrar que

O —f6) [ —f&)_ f@) /O

t—s u—s u—t
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Aceptar que f es una funcion real continua definida en (a,b) y tal que

x+y\ _ f(x)+50)
f( 2)s 1

para todo x, y € (a,b). Demostrar entonces que f es convexa.
SiA ¢ R*y B < R*, se define A + B como el conjunto de todas las sumas x
+ yconx e A,y € B.
(a) Si K es compacto y C es cerrado en R¥, demostrar que K + C es cerrado.

Sugerencia: Tomar z ¢ K + C, y hacer que F = z ~ C represente al con-
junto de todos los z — y con y € C. Entonces K y F son ajenos. Escojase 6 como
en el Ejercicio 21. Mostrar finalmente que la bola abierta con centro en z y radio
6 no interseca K + C.
(b) Sea o un niamero real irracional, C, el conjunto de todos los enteros, y sea
C, el conjunto de todos los na con n € C,. Mostrar que C, y C, son subconjun-
tos cerrados de R! cuya suma C, + C, no es cerrada, mostrando primero que C,
+ C, es un subconjunto denso numerable de R!.
Supdngase que X, Y, Z son espacios métricos, y que Y es compacto. Sea f una
funcion que mapea X en Y, y g un mapeo uno-a-uno continuo que aplica Y en
Z, y hagase h(x) = g(f(x)) para x € X.

Demostrar que f es uniformemente continuo si & es uniformemente
continuo.

Sugerencia: g—' tiene un dominio compacto g(Y), y f(x) = g—'(h(x)).

Demostrar también que f es continuo si # es continuo.

Mostrar (modificando el Ejemplo 4.21, o encontrando un ejemplo diferen-
te) que la compacticidad de Y no se puede omitir de la hipotesis, inclusive cuan-
do X y Z son compactos. ’



5

DIFERENCIACION

En este capitulo (excepto en la seccion final) limitaremos nuestra atencion a
las funciones reales definidas en intervalos o segmentos, no solo por motivos
de comodidad, sino porque cuando pasamos de las funciones reales a las de
valores vectoriales, aparecen notables diferencias. La diferenciacion de fun-
ciones definidas en R* se tratara en el capitulo 9.

DERIVADA DE UNA FUNCION REAL

5.1 Definiciobn Supongamos f definida (y con valores reales) en [a,b]. Pa-
ra cada x € [a,b], formemos el cociente

(1) ¢(z)_f(’) f(x) @<t<b,t#x),
y definamos
@ S = }i_’m #(@),

con la condicibn de que exista este limite, de acuerdo con la Definicion 4.1.

Asi, asociamos a la funcion f una funcién f”, cuyo dominio de defini-
cion es el conjunto de los puntos x en los que existe (2); a f se le llama deri-
vada de f.
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Si f’ esta definida en un punto x, decimos que f es diferenciable en x.

Si f’ esta definida en todos los puntos de un conjunto £ < [a,b], de-
cimos que f es diferenciable en E.

Es posible considerar en (2) limites por la derecha y por la izquierda; lo
que conduce a la definicion de derivadas por la derecha y por la izquierda.
En particular, en los puntos limites a y b, la derivada ser, si existe una deri-
vada por la derecha, o por la izquierda, respectivamente. Sin embargo no es-
tudiaremos este tipo de derivadas con detalle.

Si f esta definida en un segmento (a,b) y a < x < b, f'(x) esta defini-
da por las (1) y (2) anteriores, pero en este caso no estan definidas f'(a) y

S (b).

5.2 Teorema Supongamos f definida en [a,b). Si f es diferenciable en un.
punto x € [a,b], es continua en x.

Demostracion Cuando ¢ — x, por el Teorema 4.4, tenemos

160 -10 =0T ¢ r-0=0,

t —

El reciproco de este teorema no es cierto. Es facil construir funciones
continuas que dejan de ser diferenciables en puntos aislados. En el capitulo 7
incluso nos encontraremos con una funcion que es continua en toda la recta,
sin ser diferenciable en ningin punto.

5.3 Teorema Supongamos que fy g estan definidas en [a,b] y son dife-
renciables en un punto x € [a,b). f + g; fg, ¥ f/g son diferenciables en x, y

(@ (f+8)x)=Sf"(x)+8'(x);
®) (&) =f(x)e) +(x)g'x);

© (f ) ’ ) = Ex)f'(x) —&'x)f(x)

g 22(x)

En (c) se supone, evidentemente, que g(x) # 0.

Demostracion (a) se ve claramente por el Teorema 4.4. Sea & = fg.
Sera

h(t) — h(x) =f()[g(t) — 8(x)] + 8X)Lf () — f(x)].

Si dividimos esta expresiéon por ¢ — x y observamos que f(¢) — f(x)
cuando ¢ — x (Teorema 5.2), se deduce (b). Sea, ahora h = f/g. Sera
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h(t)—hx) 1
t—x  g)e®x)

1O1) e

[ 2 g() —g(x)]'

t—x

Suponiendo que ¢ — x, y aplicando los Teoremas 4.4 y 5.2, obte-
nemos (c).

5.4 Ejemplos Se ve facilmente que la derivada de una constante es cero.
Si _f esta definida por f(x) = x, f'(x) = 1. Repitiendo la aplicacion de (b) y
{c) se ve que x” es diferenciable, v que su derivada es nx"—! para todo entero
n (si n < 0 debemos limitarnos a x # 0). Asi, todo polinomio es diferen-
ciable, y lo mismo sucede con las funciones racionales, excepto en los puntos
en que el denominador es cero.

El teorema siguiente se conoce como «regla de la cadena» de la dife-
renciacion. En el capitulo 9 encontraremos versiones mas generales.(*)

5.5 Teorema Supongamos que f es continua en [a,b], existe f'(x) en al-
gun punto x € [a,b], g estd definida en un intervalo I que contiene el rango
de [, y g es diferenciable en el punto flx). Si

h(t) =g(f(t)) (a<t<b),

h es diferenciable en x, y

1©)] K (x) =g (fGNS (x).

Demostracion Sea y = f(x). Por la definicion de derivada, tenemos
C)) J@) = f(x) = (t = )Lf'(x) + u(?)],
) g(s) —8(y) = (s — Mg'G) + v},

donde ¢ € [a,b]; s € I, y u(t) — O cuando ¢t — x, v(s) — 0sis — y.
Sea s = f(t). Aplicando primeramente (5) y a continuacibn (4),
obtenemos

h(t) — h(x) = g(f(t)) — 8(f(x))
=[f() —f)] [gD) +v(s)]
=(t—x) [f'(x)+u@)] [g0)+v@E),
o,sit #+ x,

h(t) — h(x)

©) —

=[£'0) +v()] - [f' ) + u(®)).

(*) Se refiere a la diferenciacion de funciones compuestas y es probable que sea el teorema mas
importante referente a las derivadas.



DIFERENCIACION 113

Suponiendo que ¢ — x, vemos que s — y, por la continuidad de f, asi
que el segundo miembro de {6) tiende a g’'(y)f"{x), lo que da (3).

5.6 Ejemplos
(a) Sea f, una funciétn definida por

1
- £ = x sen — (x #0),

D (x =0).
Admitiendo que fa derivada de sen x es cos x (estudiaremos las

funciones trigonomeétri: as en ¢l Cap. 8), podenos aplicar los Teore-
mas 5.3 y 5.5 cuando x # 0, y -obtendremos

, pn 1 1 1 .
t3) f(x)——senx xcosx {x#0,.

Para x = 0 estos teoremas no pueden aplicarse, pues, 1/x no esta de-
finido, y recurriremos directamente a la definicion: para ¢ # 0.

-1 _ 1

sen-.
t—-9 t
Para t — 0, esta expresion no tiende a ninglin limite, de modo que

f/(0) no existe.
(b) Supongamos f definida por

1
2 — 1
©) F) = X senx {x #£0),

0 (x=0),

Como anteriormente, obtenemos
, 1 i
(10) f(x) =2x sen; — cos p (x #0).
En x = 0, recurrimos a la definicion, y obtenemos
1@ 1) _
t—0 |

suponiendo ¢t — 0, vemos que

1
tsen;l <|t] (r#0);

11 f©=0.
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Asi, pues, fes diferenciable en todos los puntos x, pero f’ no es
una funcibn continua, pues, cos (1/x) en (10), no tiende a un limite
cuando x — 0.

TEOREMAS DEL VALOR MEDIO

5.7 Definicion Sea f una funcion real definida en un espacio métrico X.
Decimos que f tiene un mdximo local en un punto p € X, si existe 6 > 0, tal
que f(q) = f(p) para todo g € X, tal que d(p,q) < 6.

Del mismo modo se definen los minimos locales.

El proximo teorema es la base de muchas aplicaciones de la dife-
renciacion.

5.8 Teorema Supongamos f definida en [a,b]; si tiene un mdximo local en
un punto x € (a,b), y existe f'(x), es f'(x) = 0.

El enunciado analogo para los minimos locales, es también cierto.

Demostraciéon Elijamos 6 de acuerdo con la Definicion 5.7, de modo
que

a<x—-0<x<x+6é<b.
Six —6 <t < x, sera

-1,

t—Xx

Suponiendo ¢t — x, vemos que f'(x) = 0.
Six <t < x + 6, sera

0 -1 _,

t—Xx
lo que demuestra que f'(x) < 0. De aqui que f'(x) = 0.

5.9 Teorema Si f y g son funciones reales continuas en (a,b] diferen-
ciables en (a,b), existe un punto x € (a,b), en el cual

[f®) — f@)g'(x) = [g(B) — g@]f'(x).
Obsérvese que no es necesaria la diferenciabilidad en los extremos.

Demostracion Hagamos

h(t) = [f(0) — f(@)e(t) — [e(d) — &@]f(t) (a<t<b).
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h es continua en [aq,b], diferenciable en (a,b) y

(12) h(a) = f(b)g(a) — f(@)8(b) = h(b).

Para demostrar el teorema, debemos ver que A’(x) = 0 para algin x
€ (a,b). :

Si h es constante, se cumple para todo x € (a,b). Si A(t) >
h(a) para algan ¢ € (a,b), sea x un punto de [a,b] en el que / alcanza
su maximo (Teorema 4.16). Por (12), x € (a,b) y el Teorema 5.8 de-
muestra que 4’(x) = 0. Si A(¢) < h(a) para aigin ¢ € (a,b), se aplica
el mismo argumento, eligiendo para x un punto de [a,b] en el que A
alcanza su minimo.

A este teorema se le llama a veces teorema generalizado del valor me-
dio; al siguiente caso especial suele llamarsele «el» teorema del valor medio.

5.10 Teorema Si f es una funcion real continua en {a,b), que es diferen-
ciable en (a,b), existe un punto x € (a,b), en el cual

f) —fla)y=(b—a)f'(x).
Demostracion Hacer g(x) = x en el Teorema 5.9.

5.11 Teorema Suponiendo f diferenciable en (a,b).

(@) Sif'(x) = 0 para todo x € (a,b), f es mondétona creciente.
(b)Y Sif'(x) = 0 para todo x € (a,b), f es constante.
(¢) Sif'(x) < 0 para todo x € (a,b), f es monotona decreciente.

Demostracion Todas las conclusiones se pueden extraer de la
ecuacion

S(x2) = f(xy) = (x3 — x1) f'(),

que es valida para cada par de niimeros x,, x, de (a,b), para algiun x
entre x; v Xx,.

CONTINUIDAD DE LAS DERIVADAS

Hemos visto [Ejemplo 5.6(b)] que una funcion f puede tener una derivada -
f’, que existe en todo punto, pero es discontinua en alguno de ellos, pero no
toda funcion es una derivada. En particular, las derivadas que existen en to-
dos los puntos de un intervalo tienen una propiedad importante en comun
con las funciones continuas en un intervalo: adoptan los valores intermedios
(comparese con el Teorema 4.23). El enunciado preciso es el siguiente:
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5.12 Teorema Supongamos que f es una funcién real diferenciable en
[a.b] ¥y que f'(a) < \ < f'(b). Existe un punto x € (a,b), tal que f'(x) = \.

Un resultado similar se cumple, evidentemente, si f’(@) > f'(b).

Demostracibn Hagase g(f) = f(t) — A\t. Entonces g’(a) < 0, de
manera que g(4,) < g(a) para algiun ¢, € (a,b), y g’(b) > 0, asi que
g(t) < g(b) para algin t, € (a,b). Por consiguiente, g alcanza su
minimo sobre [a,b] (Teorema 4.16) en algin punto x tal que a < x <
b. Entonces por el Teorema 5.8, g’(x) = 0. Es por esto que f(x) = \.

Corolario Si f es diferenciable en [a,b], f' no puede tener en [a,b} ninguna
discontinuidad simple.

Pero f’ puede muy bien tener discontinuidad de segunda clase.

REGLA DE L’HOSPITAL

El siguiente teorema es 1til, con frecuencia, para el calculo de limites.

5.13 Teorema Supongamos que fy g son reales y diferenciables en (a,b), y
g’(x) # 0 para todo x € (a,b), donde — ® < a < b < + o. Supongamos

(13) @, 4 gxma.
g'x)
Si
(14) f(x)—»0 y g(x)—-0 cuando x > a,
o si
(15) g(x)> + o0 cuando x-—a,
serd
(16) %—»A cuando x—a.

Igualmente es cierto el enunciado analogo, six — bosi g(x) - — o
en (15). Hacemos notar que utilizamos el concepto de limite en el sentido
amplio de la Definicion 4.33.

Demostracion Consideramos primeramente el caso de ser — oo < 4
< + oo, Elijamos un namero real g, tal que A < g y un r, tal que
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A < r < g. Por (13), existe un punto ¢ € (a,b), talquea < x < ¢
implica

amn Sx)

m(l’.

Sia < x <y <c, el Teorema 5.9 demuestra que hay un punto ¢ €
(x.»), tal que

f@-16)_f@®_
D -e0) 2@

(13)

Supongamos que se cumple (14). Considerando en (18) que x —
a, vemos que

f0)
(19) g(y)sr<q (a<y<eo).

Supongamos, ahora, que se cumple (15). Conservando y fijo en
(18), podemos elegir un punto ¢, € (@,y), tal que g(x) > g(») y g(x)
> 0si a < x < ¢. Multiplicando (18) por [g(x) — g()])/g(x),
obtenemos

. 10, 50 10)

—<r (a<x<qc).
() g(x) " g() '

Si suponemos que x — a en (20); (15) demuestra que hay un
punto ¢ € (a,q), tal que

/)
2n g(—x) <4q (a<x<cy)

Resumiendo: (19) y (21) demuestran que para cada g, sujeto so-
lamente a la condicion 4 < g, hay un punto ¢, tal que f(x)/g(x) <
gsia <x <gq,.

Del mismo modo, si — © < 4 < + o, y se elige p, de modo
que p < A,

f(x)
(22) rp< g—(?) (a<x<ecy),

y de las dos afirmaciones, se deduce (16).
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DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

5.14 Definiciobn Si ftiene una derivada f’ en un intervalo, y f’ es a su vez
diferenciable, representaremos su derivada por f” y la llamaremos derivada
segunda de f. Continuando de este modo, obtenemos funciones

LI,

cada una de las cuales es la derivada de la precedente. A fi) se le llama deri-
vada n-ésima o de orden » de f.

Para que f1"(x) exista en un punto x, debe existir f»—Y(¢) en una ve-
cindad de x (o en una vecindad hacia un lado, si x es un extremo del interva-
lo en el que esta definida f) y debe ser diferenciable en x. Como ha de existir
S=Y en una vecindad de x,fi"—2 debe ser diferenciable en esa vecindad.

TEOREMA DE TAYLOR

5.15 Teorema Supongamos que f es una funcion real en [a,b], n es un en-
tero positivo, fi"-Y) es continua en [a,b], existe fi"'(t) para todo t € (a,b).
Sean «, B puntos distintos de [a,b] y definamos

n—1 £(k)
23) P(t) = Zlf—@ - o)k
K=o k!
EXxiste un punto x entre o y 3, tal que
(n),
@4 18 =@+ =2 @~ oy,

Para n = 1 este teorema es el del valor medio. En general, el teorema
demuestra que se puede hallar f aproximada por medio de un polinomio de
grado n — 1; y (24) nos permite estimar el error, si conocemos las cotas en

IAm(x) |
Demostracion Sea M el namero definido por
(25) J(B)=PPB) + M(B — )
y hagamos
(26) g)=f(t) —P) - M@t —~ay (a<t<bh).

Tenemos que demostrar que n!/M = fi"(x) para algiin x entre o y 3.
Por (23) y (26)

27 gM()=f™t)—nM (a<t<b).
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Por tanto, la demostracion estard completa si podemos probar que
g (x) = 0 para algin x entre o y 3.
Como P*(a) = f*(a) para k = 0,..., n — 1, tenemos

(28) g)=g@=""=g"""a)=0.

La eleccion de M demuestra que g(3) = 0, de modo que g’(x)) = 0
para algin x; entre o y 3, por el teorema del valor medio. Como
g’'(a) = 0, deducimos del mismo modo que g“(x,) = 0 para algin x,
entre o y X,. Después de n pasos, llegamos a la conclusion de que
g"(x,) = 0 para algin x, entre ¢ y x,_,, €sto es, entre « y 3.

DIFERENCIACION DE FUNCIONES VECTORIALES

5.16 Observacion La Definicion 5.1 se aplica sin ningiin cambio a las fun-
ciones complejas f definidas en [a,b] y los Teoremas 5.2 y 5.3, lo mismo que
sus demostraciones permanecen validos. Si f; y £, son las partes real e imagi-
naria de f, esto es si f(t) = f,(t) + i,(¢!) paraa < ¢t < b, donde f(¢) y £,(?)
son reales, se ve facilmente que

29 S(x) = fi(x) + if3(x);

ademas, f es diferenciable en x si, y solo si f; y f; son diferenciables en x.

Pasando a las funciones con valores vectoriales (0 vectoriales simple-
mente) en general, esto es, a las funciones f que mapean [a,b] en algiin R*,
también se puede aplicar la Definicion 5.1 para definir £'(x). El término ¢(?)
de (1) es ahora, para cada #, un punto en R* y en (2) se toma el limite respecto
a la norma de R*. En otras palabras, f’'(x) es el punto de R* (si existe), para
el cual

(0 =19 _ ¢l g

(30) lim
t—x

t=x

y f’ es también una funcién con valores en R*.
Sifl,..., f son las componentes de f, que se definieron en el Teorema
4.10, entonces

31 f' =071 ),

y f es diferenciable en un punto x si, y solo si cada una de las funciones
fis..., fi s diferenciable en x.

El Teorema 5.2 es cierto, lo mismo que los 5.3(a) y (b), si se sustituye
/g por el producto interno f * g (ver la Definicion 4.3).

Sin embargo, respecto al teorema del valor medio y a una de sus conse-
cuencias: la regla de L’Hospital, la situacion cambia. Los dos siguientes
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ejemplos demostraran que dejan de ser ciertos para las funciones con valores
complejos.

5.17 Ejemplo Definamos, para x real
(32) f(x) = e = cos x + isenx.
(La altima expresion puede considerarse como definici6bn de la exponencial

compleja e™; véase en el Capitulo 8 un estudio completo de estas funciones).
Sera

(33 f@Qm)—f0)=1-1=0,
pero

(34) f'(x) = ie®,

de modo que |f’(x)| = 1 para todo x real.

Asi, pues, el Teorema 5.10 deja de ser cierto en este caso.

5.18 Ejemplo En el segmento (0,1) definamos f(x) = x, y

(35) g(x) = x + x%e'/*,
Como |e| = 1 para todo ¢ real, vemos que
(36) im L& 1,
x~08(x)
Ahora bién,
, 28} ..
37 g(x)=1+{2x——;}e"x O<x<1),

de modo que

(38) g = 2x—2~i‘-—12—2-—1.
X X
De aqui que
f'(x) 1 x
39 =
@ £ Teel “2-%
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y asi

(40) im LS =

=0.
x=0 g'(x)

Por (36) y (40), no se cumple en este caso la regla de L "Hospital. Obsérvese
también que g’(x) # 0 en (0,1), por (38).

Sin embargo, hay una consecuencia del teorema del valor medio, que
para las aplicaciones es casi tan Gtil como el Teorema 5.10, y que sigue sien-
do verdad para las funciones vectoriales. Del Teorema 5.10 se deduce que

@1 /&) -S@| < (b=a) sup |-

5.19 Teorema Supongase que f es una aplicacién continua de [a,b] en R* y
f es diferenciable en (a,b). Entonces existe x € (a,b) tal que

[(6) — f(@)| < (b - a)|f(x)].
Demostracion' Haciendo z = f(b) — f(a), y definiendo
o(t)=2z-1(r) (a<t<b).
Entonces ¢ es una funcion continua de valores reales sobre [a,b] que
es diferenciable en (a,b). El teorema del valor medio muestra por lo
tanto que
@) — ¢la) = (b — a)¢'(x) = (b — a)z * f'(x)
para algin x € (a,b). Por otro lado,
o) —p@)=z-f(b) —z-f(a) =2z = |z|2.
La desigualdad de Schwarz produce ahora
2|2 = (b - @)z F®)] < (b~ a)|z] {f'(x)].

Por consiguiente |z| < (b — a)|f’(x)|, que es la conclusidon que se
queria.

EJERCICIOS

1. Sea f definida para todo x real, y supongase que

[fG)—f0)] <(x—y)?

1V.P. Havin hizo la traduccion al ruso de la seguhda edicion de este libro y agregod esta demos -
tracion al original.
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para todo x y y reales. Demostrar que f es constante.

Supoéngase que f'(x) > 0 en (a,b). Demostrar que f es estrictamente creciente en

(a,b), y sea g su funcion inversa. Demostrar que g es diferenciable, y ademas que
1

gUfx) = e (a<x<b).

. Supongase que g es una funcion real sobre R!, con derivada acotada (es decir

|g'| = M). Fijese ¢ > 0, y definase f(x) = x + £g(x). Demostrar que f es uno-
a-uno si ¢ es suficientemente pequefio.

(Puede determinarse un conjunto de valores admisibles de & que depende sblo de M.)
Si

Cn

-1 Cn
n

n+1=

-+

C,
Cot+— +-+ 0,

2
donde C,,..., C, son constantes reales, demostrar que la ecuacion

CO + Clx+ R Cn—lx"_l + Cpx" =0

tiene, al menos, una raiz real entre 0 y 1.

. Suponer f definida y diferenciable para todo x > 0, y f'(x) — 0 cuando x — +

+ oo. Hacer g(x) = f(x + 1) — f(x). Demostrar que g(x) — 0 cuando x — + oo,

. Suponer que

(a) f es continua para x = 0,
(b) f'(x) existe para x > 0,

(c) f(0) = 0,
(d) f’ es monétona creciente.
Hacer

e0=12 >0

y demostrar que g es monotona creciente.
Suponer que existen f'(x} y g°(x), g'(x) # 0y f(x) = g(x) = 0. Demostrar que

i £ L)

e g) g0

(Esto se cumple también para funciones complejas.)

. Suponer que f* es continua en [a,b] y ¢ > 0. Demostrar que existe 6 > 0 tal que

[0 —f(x)

t—x

= fx)<e

siempre que 0 < |t — x| < 8;a < x < b; a <t < b. (Podria expresarse esto
diciendo que f es uniformemente diferenciable en {a.b] si f’ es continua en
[a,b)). ;Se cumple esto también para las funciones vectoriales?

. Sea funa funcion real continua sobre R!, de la cual se sabe que f’(x) existe para

todo x # 0y que f'(x) — 3 cuando x — 0. ;Puede deducirse que f'(0) existe?
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Supongamos que f'y g son funciones complejas diferenciales en (0,1); f(x) — 0;
g(x) — 0; f'(x) — A; g’(x) — Bcuando x — 0, siendo A y B nimeros comple-
jos y B ¥ 0. Demostrar que

flx) 4

im X! _ <

x-0g(x) B
Comparar con ¢l Ejercicio 5.18. Sugerencia:
f(x) {f x) } x x
ALY FA L Sy | GRSy P
gk x gk g(x)
Aplicar el Teorema 5.13 a las partes real e imaginaria de f(x)/x y g(x)/x.

Suponer que f esta definida en una vecindad de x y que existe f"(x). Demostrar
que

lim S+ M+ fx—h) —2f(x)

R0 h?

= f"(x).

Demostrar con un ejemplo que puede existir el limite aiin cuando no exista f"(x).
Sugerencia: Aplicar el Teorema 5.13.

Si f(x) = |x|3, calcular f'(x) y f(x) para todo nimero real x, y demostrar que

Sf3(0) no existe..

Supongase que a y ¢ son nameros reales, ¢ > 0, y f esta definida sobre [—1,1]

por medio de

x®sen(x~°) (si x #£0),

1= {o (si x =0).

Demostrar lo siguiente:

(a) f es continua si, y solo si a > 0.

(b) f'(0) existe si, y solosia > 1.

(c) f' es acotada si, ysolosia = 1 + c.

(d) f' es continua si, ysolosia > 1 + c.

(e) f"(0) existe si, y solosia > 2 + c.

(/) f” es acotada si, y solosia = 2 + 2¢c.

(g) f” es continua si, y solosia > 2 + 2c.

Sea f una funcibn real diferenciable definida en (a,b). Demostrar que f es conve-
xa si, y solo si /' es monotona creciente. SupOngase enseguida que f“(x) existe
para cada x € (a,b), y demuestre que f es convexa si, y solo si f(x) = 0 para to-
do x € (a,b).

Supongase que @ € R!, y que f es una funcion real diferenciable dos veces sobre
(a, »), y M,, M,, M, son las minimas cotas superiores de [f(x)|, [f'(x){,
|£"(x)], respectivamente, sobre (a, o). Demostrar que

Mi<4MoM,.

Sugerencia: Si h > 0, el teorema de Taylor muestra que

£ =35 e +2) = )~ WO
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16.

“17.

18.

19.

para algin £ € (x, x + 2h). En consecuencia

M
1l <hMz+ =2
Para mostrar que M7 = 4M,M, puede ocurrir en realidad, tomese ¢ = — 1,y
definase

2x* -1 (—1<x<0),

X)) ={x2 —
1) i———,_‘_i O <x< w®),
y muéstrese que M, = 1, M, = 4, M, = 4.
(Es también M} < 4 MM, valido para funciones vectoriales?
Supongase que f es doblemente diferenciable sobre (0, =), f” es acotada sobre
(0, o), y que f(x) — 0 cuando x — oo. Demostrar que f'(x) — 0 cuando x — oo.
Sugerencia: Hacer a — oo en el Ejercicio 15.
Supongase que f es una funcion real y tres veces diferenciable sobre [—1, 1], tal
que

f(=1D=0, fO=0, [f(M)=1  [f(O)=0.

Demostrar que f'¥(x) = 3 para algin x € (-1, 1).

Notese que la igualdad es valida para 3(x* + x2).

Sugerencia: Usar el Teorema 5.15, cona = 0y 8 = + 1, para mostrar que
existen s € (0, 1) y t € (—1, 0) tales que

SO + 1) = 6.

Supongase que f es una funcion real sobre [a,b], n es un entero positivo, y /"1
existe para cada f € [a,b]. Sean «, 8, y P del teorema de Taylor (5.15). Definase

o101

para t € [a,b], t # 3, diferenciese

fO—fB=0—pPow

n — 1 veces en t = «, y dediizcase la siguiente version del teorema de Taylor:

16 =P@) + Z2 6 - or.

Supongase que f esta definida en (— 1, 1) y f'(0) existe. Supbngase también que
-1 <a,<B, <t aq —0,yB, — 0cuando n — oo. Definanse los cocientes
de las diferencias siguientes:

Dn = ﬁn—an
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Demostrar que:

(a) Sia, <0 < B, entonces lim D, = f'(0).

®)Si0 <, <8,y 18,/(8, — a,)] es acotada, entonces lim D, = f'(0).
(c) Si f” es continua en (—1, 1), entonces lim D, = f’(0).

Dar un ejemplo en el que f sea diferenciable en (—1, 1) (pero f' no séa
continua en 0) y en el que «,, 8, tienda a 0 de tal forma que lim D, exista, pero
sea diferente de f'(0).

Formular y demostrar una desigualdad que se deduce del teorema de Taylor, y
que permanece valida para las funciones vectoriales.

Sea E un subconjunto cerrado de R!. Dijimos en el Ejercicio 22, capitulo 4 que
existe una funcion real continua f en R' cuyo conjunto cero es E. (Es posible,
para cada conjunto cerrado E, hallar una tal f que sea diferenciable en R', o una
que sea n veces diferenciable o incluso una que tenga derivada de todos los orde-
nes en R'?

Supdngase que f es una funcion real definida sobre (— oo, o). Se dird que x es
un punto fijo de fsi f(x) = x.

(a) Si f es diferenciable y f'(f) # 1 para cada real ¢, demostrar que f tiene a lo
mas un punto fijo.

(b) Mostrar que la funcion f definida por

fO)=t+(1+e)!

no tiene punto fijo, aunque 0 < f'(f) < | para todo real ¢.

(¢) No obstante, si hay una constante A < 1 tal que |f'(1)] = A para todo real
t, demostrar que existe un punto fijo x de f, y que x = lim x,, en donde x; €s un
namero real arbitrario y ademas

Xn+1 =f(xn)

paran =1,2,3,....
(d) Mostrar que el procedimiento descrito en el apartado (c¢) puede entenderse a
partir de la trayectoria en zig-zag

(x1, X2) = (x2, X2) = (X2, X3) = (X3, X3) = (X3, X8) >+

La funcion f definida por

fo = 5=

tiene tres puntos fijos, a saber «, 3, v, donde
—2<a<—1, O0<B<], I<y<2.

Si se escoge arbitrariamente x,, y se define {x,| haciendo x, ,, = S(x,).
(@) Si x, < a, demostrar que x, — — o cuando n -~ .

(b) Si « < x, < v, demostrar quex, — f3 cuando n — oo.

(¢) Su y < x,, demostrar que x, — + oo cuando n — .

Entonces 8 puede localizarse con este metodo, pero « y y no.
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24. El procedimiento que se describio en la parte (¢) del Ejercicio 22 puede también

25.

26.

aplicarse a funciones que mapean (0, o) en (0, o).
Fijando algun « > 1, y haciendo

x+x
14+ x°

1=y (x+2). 0=

Entonces f y g tienen como Unico punto fijo en (0, o) a \/ «. Intentar explicar,
en base a las propiedades de fy g, por qué la convergencia en el Ejercicio 16 del
capitulo 3 es mucho mas rapida que la del Ejercicio 17. (Comparense f' y g’, y
dibljense las trayectorias en zig-zag que se sugieren en el Ejercicio 22.)
Hacer lo mismo cuando 0 < o < 1.
Supongase que f es doblemente diferenciable sobre [a,b], f(a) < 0, f(b) > 0,
S(x) 286 >0,y0 < f(x) < M para todo x € [a,b]. Sea ¢ el Gnico punto en
(a,b) en el cual f(£) = 0. Completar los detalles del siguiente esbozo del método
de Newton para calcular £.
(a) Escoger x; € (§,b), y definir {x,} por medio de
Xn+1 = Xp— M .
S(xn)
Interpretar esto geométricamente, en términos de una tangente a la grafica

de f.

(b) Demostrar que x,,, < X, y que

lim x, = &.

n-—» oo
(c) Usar el teorema de Taylor para mostrar que

_ L
27

Xns1— € (s — 6)?
para algun 1, € (¢, x,).
(d) Si A = M/26, dedlizcase que

0 <Xns1— 63,':7 (A(x — O

(Comparese con los Ejercicios 16 y 18 del capitulo 3.)
(e) Mostrar que el método de Newton es significativo para encontrar un punto fi-
jo de la funcion g definida por

S
f(x)
Como se comporta g’(x) cuando x esta muy cerca de £?
() Hacer f(x) = x!/3 sobre (— o, =) y aplicar el método de Newton. ;Qué

ocurre?
Suponer que f es diferenciable en [a,b]; f(a) = 0y hay un niamero real A tal que

gx)=x—



27.

28.

29.

DIFERENCIACION 127

If'(x) = A|f(x)| en [a,b]. Demostrar que f(x) = 0 para todo x € [a,b]. Suge-
rencia: Dado x, € [a,b], sea M, = sup |f(x)],

M, =sup|f'(x)|
para ¢ < x < x,. Para cada tal x,
,f(x)l <M (xo — a) < A(xo — a)M, .

Por tanto M, = 0, si A(x, — a) < 1. Esto es, f = 0 en [a, x,]. Continuar.
Sea ¢ una funcion real definida en un rectangulo R en el plano, dado pora < x
< b, a =y = (3. Una solucién del problema con valores iniciales

YV =¢xy), y@=c (@<c<p)
es, por definicitn, una funcion diferenciable f en [a,b] tal que f(a) = ¢, «
=fx)=B,y
) =¢(x,f(x) (@a<x<b).
Demostrar que semejante problema tiene a lo mas una solucion si hay una cons-
tante A tal que
[$(x, y2) — (x, y)| < A|p2—y1]

siempre que (x.) € R, y (x,y,) € R.

Sugerencia: Aplicar el Ejercicio 26 a la diferencia de dos soluciones. Obser-
var que este teorema de unicidad no se cumple para el problema con valores
iniciales

y =y y0)=0,

que tiene dos soluciones: f(x) = 0y f(x) = x2/4. ;Hay otras soluciones? Deter-
minarlas.

Formular y demostrar un teorema de unicidad analogo, para sistemas de
ecuaciones diferenciales de la forma

y;z(ﬁj(x!yl;""yk)’ yl(a)zc.i (j=1,...,k).
Obsérvese que puede también escribirse en la forma
Y=9%(k,y), ya=c

donde y = (3,,..., ¥,) varia sobre una celda-k, ¢ es el mapeo de una celda-(k +
+ 1) en el espacio-k euclidiano, cuyas componentes son las funciones ¢,,..., ¢,
y ¢ es el vector (c,,..., ¢). Utilizar el Ejercicio 26 para funciones con valores
vectoriales.

Particularizar el Ejercicio 28, considerando el sistema

Yi=Yin1 G=1...,k-1),
[
yie=f(x)— !Z,lg;(x)yj,
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donde f, g,,..., g son funciones reales continuas en [a,b] y deducir un teorema
de unicidad para las soluciones de la ecuacion

y(k) +gk(x)y(k—1) + e _I_gz(x)yz + gl(x)y =f(x),
con las condiciones iniciales

ya)y=c, y@=c, ..., y*¥Va)=c.
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LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES

El presente capitulo esta basado en una definicion de la integral de Riemann,
que depende muy explicitamente de la estructura de orden de la recta real.
En consecuencia, empezaremos estudiando la integracion de las funciones
reales en intervalos. En capitulos posteriores seguiran las generalizaciones a
funciones de variables complejas y vectoriales en intervalos. La integracibn
en conjuntos distintos de los intervalos, se estudia en los capitulos 10 y 11.

DEFINICION Y EXISTENCIA DE LA INTEGRAL

6.1 Definicion Sea [a¢,b] un intervalo dado. Por particion P de [a,b] en-
tendemos un conjunto finito de puntos x,, x,,..., X, donde

Aa=XS<X% L <Xy <X, =b.
Escribimos
Axi=xi—x‘_1 (i=l,...,n).

Suponiendo, ahora, que f es una funcién real acotada definida en [a,b].
Correspondiendo a cada particiébn P de [a,b] hacemos
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M;=supf(x) (x;-3y <x=<Xxy),
m; = inf f(x) (x;-g < x < xp),

UP.f) = 3 MiAx;,
L(P,f) ='=ilmi Ax;,
y finalmente
il
@ j fdx = inf U(P, f),
b
@ | 7dx=swp (P, ),

donde se han considerado el sup y el inf sobre todas las particiones P de
[a,b]. Los primeros miembros de (1) y (2) se llaman integral superior ¢ infe-
rior de Riemann de f sobre [a,b], respectivamente.

Si las integrales superior e inferior son iguales, decimos que f es in-
tegrable segun Riemann, sobre [a,b], escribimos f € & (esto es, # represen-
ta el conjunto de las funciones integrales segiin Riemann) y representamos el
valor comin de (1) y (2) por

%) [ ’ rdx,
O por

b
@ 76 ax.

Esta es la integral de Riemann de f sobre [a,b]. Como f es acotada,
existen dos nameros m y M, tales que

m<fx)<M (a<x<b).
De aqui que, para todo P,
m(b —a) < L(P,f) < U(P,f) < M(b — a),

de modo que los nimeros L(P,f) y U(P,f) forman un conjunto acotado. Es-
to demuestra que las integrales superior e inferior estdn definidas para toda
funcion acotada f. La cuestion de su igualdad, y por tanto de la integrabili-
dad de f es mas delicada. En lugar de hallarla solamente para la integral de
Riemann, consideraremos inmediatamente un caso mas general.
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6.2 Definicibn Sea o una funcibn monoétona creciente en [a,b] (como
ofa) y a(b) son finitas, se deduce que a es acotada en [a,b]. Correspondien-
do a cada particion P de [a,b], escribimos

Aa; = afx) — a(x;—1).

Es claro que Aq; = 0. Para toda funcion real f acotada en [a,b] escribimos
U(P,_f, a)= Z M,'Aai,
i=1
L(P’j; a) = Z miA‘ah
i=1
donde M, m; tienen el mismo significado que en la Definicion 6.1 y definimos
-» '
o) | fdo=inf U, 0),

b
(©) [ rdo=supL(P,,0),

tomando también los inf y los sup sobre todas las particiones.
Si los primeros miembros de (5) y (6) son iguales, representamos su va-
lor comn por

b
) [ raa
o algunas veces por

b
® j F(x) de(x).

Esta es la integral de Riemann-Stieltjes (o simplemente la integral de
Stieltjes) de f respecto a «, sobre [a,b].

Si existe (7), esto es si (5) y (6) son iguales, decimos que f es integral
con respecto a a, en el sentido de Riemann y escribimos f € £ («).

Tomando ax) = x, se ve que la integral de Riemann es un caso par-
ticular de la integral de Riemann-Stieltjes. Merece especial mencion el hecho
de que en el caso general o no necesita ni ser continua.

Diremos unas palabras sobre notaciones. Preferimos (7) a (8), pues la
letra x que aparece en (8) no afiade nada al contenido de (7). No tiene im-
portancia qué letra empleemos para representar la llamada «variable de inte-
gracion». Por ejemplo, (8) es lo mismo que

[[ o) daty).
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La integral depende de f, o, a y b, pero no de la variable de integracion, que
puede incluso suprimirse.

El papel que juega la variable de integracion es totalmente analogo al
del indice de sumacion: los dos simbolos

n n
Z Cis Z Ck
i=1 k=1
expresan lo mismo, pues ambos significan ¢, + ¢ + = + ¢,.

Desde luego, no perjudica la inclusion de la variable de integracion, e
incluso en muchos casos e¢s conveniente hacerlo.

Ahora, trataremos de la existencia de la integral (7). Sin mencionarlo
cada vez, supondremos que f es real y acotada, y « mondtona creciente en

[a,b]; v cuando no se preste a confusion escribiremosf en lugar de fb .

a

6.3 Definicion Decimos que la particion P* es un refinamiento de P, si
P* 5 P (esto es, si todo punto de P es punto de P*). Dadas dos particiones,
P, y P,, decimos que P* es su refinamiento coman si P* = P, u B,

6.4 Teorema Si P* es un refinamiento de P, es

® L(P, f, @) < (P, f, o)
y
(10) U(P*, f, a) < U(P, £, o).

Demostracion Para demostrar (9), supongamos primero que P* con-
tiene solamente un punto mas que P. Sea este punto x*, y suponga-
mos x,_, < x* < x;,, donde x._, y x; son dos puntos consecutivos de
P. Hagamos

wy =inff(x)  (x-y < x < x%),

wy =inff(x) (x*<x<x).

Evidentemente w, = m, y w, = m,, siendo como antes
m; = inf f(x) (i £ x < x)).
Por tanto

L(P*’f’ a) - L(P,f’ tX)
= wy[a(x*) — a(x;—1)] + waa(x;) — a(x*)] = m[a(x;) — a(x;_,)]
= (wy — m)[a(x*) — a(x;—1)] + (W — m)a(x;) — a(x*)] = 0.
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Si P* contiene k puntos mas que P, repetiremos el razonamien-
to anterior k veces, y llegaremos a (9). La demostracion de (10) es
analoga.

b “b
6.5 Teorema ffdasf fda.

an

(12)

(13)

Demostracion Sea P* el refinamiento comtn de dos particiones P, y
P,. Por el Teorema 6.4,

L(Py, f, o) < I(P*, f. a) < U(P*, f, ) < U(P,, f, ).
Por tanto
L(Py, f, 1) < U(P,, f, o).

Conservando P, fijo, y tomando el sup sobre todo P, (11) da

j fdu < UP,, f, ).

El teorema queda demostrado tomando el inf sobre todo P, en (12).

6.6 Teorema [ e Z (a) en [a,b] siy solo si para cada ¢ > 0 existe
una particion P tal que

U, f,a) — L(P, f, o) < e.
Demostracion . Para cada P tenemos
L(P,f, o) < jfda < ffda < U(P,f, a).

Asi pues, (13) implica
05ffdoc——ffda<s.
Por tanto, si (13) se satisface para todo ¢ > 0, tenemos

ffda = f fda,

esto es, f € R (a).
Inversamente, supongamos que f € Z(«) y sea ¢ > 0 dado.
Existen particiones P, y P, tales que
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(14) U, f,0) — [ fdu < 5

(15) [faa-Lp g0 <5

Elijamos P como refinamiento comtn de P, y P,. El Teorema 6.4
juntamente con (14) y (15) demuestra que

UP.f,8) S Uy £, ) < [fdu+ 5 <L(P /) + e <LP.f,0) +e,

de modo que se cumple (13) para esta particion P.

El Teorema 6.6 proporciona un criterio para la integrabilidad muy
conveniente. Antes de aplicarlo se estableceran algunos hechos muy rela-
cionados con este.

6.7 Teorema
(@) Si se cumple (13) para alguna P y algun ¢, entonces (13) se
cumple también (con el mismo €) para cada refinamiento de P.

(b) Sise cumple (13) para una P = ix,,..., x,} y si s, t, son puntos
arbitrarios en [x,_,, x;], entonces

i-z1 |f(s)) = ()] Aa; <e.
(¢) Sif e R(x)y la hipdtesis de (b) se cumple, entonces

<eEé.

> ft)Aa,— [ 1 d
i=1 a

Demostracion El Teorema 6.4 implica (). Debido a las suposiciones
hechas en (b), se tiene que f(s;) y f(2) estan en [m,, M], asi que |f(s;)
-~ f(t)| = M, — m,. Entonces

'21 [f(s) = f(t)| Ax; < U(P, f; o) — L(P, £, @),
lo que demuestra (b). Las desigualdades evidentes

LP,fye) < Y f(t;) Aoy < U(P, f00)

LP,f,0) < | fde < UP, f, )

demuestran (c).
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6.8 Teorema Si f es continua sobre [a,b] entonces f € R (o) sobre [a,b].
Demostracion Sea ¢ > 0 dado, y elijamos > 0 tal que
[e(B) — (@I < &.

Como f es uniformemente continua en [a,b] (Teorema 4.19), existe
un 6 > tal que

(16) Ifx) =f(®)] <n
si|lx —t] <byxelab],telab]
Si P es cualquier particion de [a,b] tal que Ax; < §. Entonces,
(16) implica
amn M, —m;<n (i-1,...,n)

Por tanto

U, £ %) ~ LP. S, ) = 3 (M, = my) Ao,

<n Y Aoy =nlad) — «a)] <.
i=1
Por ¢l Teorema 6.6, f € Z(c).

6.9 Teorema Si f es mondtona en {a,b] ¥y o es continua en [a,bl, f €
R (o). (Supondremos, naturalmente, también que o es mondétona.)

Demostracion Sea ¢ > 0 dado. Para cada entero positivo #n, elija-
mos una particion P tal que

a(b) — a(a)
n

Aa; = (i=1,...,n.

Lo que es posible, pues o es continuo (Teorema 4.23).
Supondremos que f es mondtona creciente (la demostracion es
analoga en el otro caso). Entonces

M; = f(x)), m; = f(x;-1) (i=1,...,m),

de modo que

%(b) — «(a) ot( ) &

U(P,f, ) — L(P, f, &) = Z [f(x) = f(xi- 0]
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=040 114y~ @1 <

si se toma n suficientemente grande. Por el Teorema 6.6 f € Z(«).

6.10 Teorema Supdngase que f es acotada sobre [a,b] tiene sélo un nu-
mero finito de puntos de discontinuidad sobre [a,b], y « es continua en ca-
da punto para el cual f es discontinua. Entonces f € % (c).

Demostracion Sea ¢ > 0 dado. Hagase M = sup |f(x)|, y sea E el
conjunto de puntos en los cuales f es discontinua. Como £ es finito y
o es continua en cada punto de E, se puede cubrir £ con un nimero
finito de intervalos ajenos [u;, v,] < [a,b] tales que la suma de las di-
ferencias correspondientes a(v;) — a(%;) sea menor que . Ademas,
pueden reemplazarse estos intervalos de tal manera que cada punto de
E n (a, b) esté en el interior de algin [y, v;].

Quitense los segmentos (u,, v;) de [a,b]. El conjunto sobrante K
es compacto. En consecuencia f es uniformemente continua sobre X, y
existe & > 0 tal que |f(s) — f(1)]| <esise K, te K, |s — t| <.

Ahora se forma una particion P = {x,, x,,..., x,} de [a,b], co-
mo sigue: cada u, se encuentra en P. Cada v, se encuentra en P.

Ningan punto de cualquier segmento (u;, v;) se encuentra en P.

Si x,_, no es uno de los u, entonces Ax; < 4.

Notese que M, — m;, < 2M paracadai,yque M, — m, <¢ a
menos que x,_, sea uno de los #. En consecuencia, de la misma for-
ma que en la demostracion del Teorema 6.8,

U(P, f, &) — L(P, f, &) < [a(b) — a(a)]e + 2Me.

Como ¢ es arbitrario, el Teorema 6.6 muestra que f € Z («a).

Nota: Si fy o tienen un punto comiin de discontinuidad, entonces f no

debe estar necesariamente en % (o). Esto se muestra en el Ejercicio 3.

6.11 Teorema Supongamos que f € R(c) en [a,b), m < f < M, ¢ es
continua en [m,M], y h(x) = &(f(x)) en [a,b]. Entonces, h € & () en

[a,b].

(18)

Demostracion Elijamos ¢ > 0. Como ¢ es uniformemente continua
en [m, M], existe 6 > 0, talqued < ey |p(s) — o(?)| <esi|s — ¢]
< dys,t e [m, M].

Como f € #(«), hay una particion P = {x,x,,..., x,} de [a,b],
tal que

U(P, f, o) — L(P, f, a) < 82,
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Consideremos M, y m; con el mismo significado que en la Definicion
6.1 y sean M* m*los niimeros analogos para A. Dividamos los nimeros
l,...,nendosclases: ie AsiM, — m <é;ie BsiM, — m, =6.
Para i € A, la eleccion de § muestra que M* — m* < ¢,
Parai € B, M*— m* < 2K, siendo K = sup |¢(¢)| ym <t <
M. Por (18), tenemos

(19) 52A0€iSZ(M,-—m,')Aai<5z

ieB icB
de modo que Z.-EB Ag; < 6. Se deduce que
U(P, h,a)— L(P, h, a) = ZA(M,-* —m}) Aa; + ZB(Mi* — m}) Aa;
< ela(b) — a(@)] + 2K6 < e[a(b) — a(a) + 2K].
Como ¢ era arbitrario, el Teorema 6.6 implica que # € Z(o).

Observacion: Este teorema sugiere la pregunta: ;Qué funciones son
integrables seglin Riemann? La contestacion figura en el Teorema 11.33(b).

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL

6.12 Teorema
(@ Sifie (@yf, € Z(a)en[abl],

S+ e R,

¢f € & (a) para toda constante c, y
b b b
[Gitryde=] fidu+ [, d,

fJW=cffm.

®) Si fiix) = fi(x) en [a,b],
b b
LﬁmsLﬁa.
(c) Sife A enla,blya < c < b, entoncesf € () en la,c]y
en [¢c,b] y

facfda+fcbfda=f:fda.

(@) Sife R() enlab)ly |f(x)| < M en|abl,
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(e)

20)

@n

b
I j fdu| < M[a(b) — a(a)].

Sife R()yfe R(w,), entonces f € R(, + ) Y

[[rde +oy=[ ran + [ s

si f € R() y c es una constante positiva, serd f € & (cx) y

f: Sfd(ca) = cf: fdo.

Demostracion Si f = f| + f, y P es alguna particion de [a,b], tene-
mos que

L(P,fl’ a) + L(P,fz, a) < L(Psf’ a)
< UPP,f,0) < UP, fy, ) + UL, [, , 0).

Sif, € Z(a) vy f, € #(), sea ¢ > 0 dado. Existen particiones P,(j =
= 1, 2), tales que

U(Pj3fj,a)'—L(Pj$fi’“)<s'

Esas desigualdades subsisten si se sustituyen P, y P, por su refina-
miento comin P. Entonces (20) implica

U(P, f, x) — L(P, f, &) < 2¢,

lo que demuestra que f € Z (o).
Con este mismo P, tenemos

U(P,f,,oc)<_[fjdoz+s (ji=1,2);
por lo que (20) implica
(fdu< UP,f,0) < f, da+ | f do + 2.
Como ¢ era arbitrario, deducimos que
[fdu< [f, du+ [f,de

Si sustituimos en (21) f; y f; por — f, y — f;, se invierte la desi-
gualdad, y queda demostrada la igualdad.
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Las demostraciones de las otras afirmaciones del Teorema 6.12
son tan parecidas que omitimos los detalles. En el apartado (c) pode-
mos limitarnos pasando a refinamientos a las particiones que con-
tienen al punto ¢, al aproximar |f do.

Teorema Sife R(w)y g e R() en {ab],
(@) fg € R(a);

12
(Mlﬂegwy“fw

sfuww.

Demostracion Si tomamos ¢(f) = 2, el Teorema 6.11 demuestra
que f? € R(a) si f € Za). La identidad

g=(f+8)’ —(f-2g)
completa la demostracion de (a).
Si tomamos ¢(f) = |t|, el Teorema 6.11 demuestra, de igual
modo, que |f] € #(x). Elijamos ¢ = % 1, de forma que
c|fdx=0.
Sera

| [fda| =cffdu=[cfdx< ||f]da,

pues ¢f < |f].

6.14 Definicion La funcion escalén unitario I se define como

6.15

i [0 SO
@O=l >0

Teorema Sia < s < b es acotada sobre [a,b), f es continua en s, y

a(x) = INx — s), entonces

[ rdz=r.

Demostracion Considérense particiones P = |x,, x,, X, X}, donde x,
=a,yx, =5 <x <x = b Entonces

U(P’ﬂa)=M29 L(P,f,a)=m2.

Debido a que f es continua en s, se ve que M, y m. converge hacia
f(s) cuando x, — s.
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6.16 Teorema Supodngase que c, = 0 para 1, 2, 3,..., Lc, converge, {s,}
es una sucesion de puntos distintos en (a,b), y

(22) ax) =Y ¢, I(x — s,).
n=1
Sea f continua sobre [a,b]. Entonces

b ©
@3) [[rdn=3 cufs).

Demostracion La prueba de comparacion muestra que la serie (22)
converge para cada x. Su suma «a(x) es evidentemente monbtona y
afa) = 0, a(b) = Zc,. (Este es el tipo de funcion que se presentd en
la Observacion 4.31.)

Sea ¢ > 0 conocido, y elijase N de manera que

0
e, <e.
NT1

Haciendo

N 0
o (x) = ;lcn I(x — sp), ap(x) =Nglcn I(x — s,).

De los Teoremas 6.12 y 6.15 se tiene

b N
(24) [[fdu =3 corisn.
Como o,(b) — o,(a) < e, entonces
b
(25) f fda,| < M,
donde M = sup|f(x)|. Debido a que « = o, + o, se deduce de (24)
y (25) que
b N
@6) [ rda = % curto)| s e
a i=1

Si se hace N — o, se obtiene (23).

6.17 Teorema Si se supone que o crece monétonamente y o’ € X sobre
[a,b]. Sea f una funcion real acotada sobre [a,b].
Entonces f € R (a) si, y solo si fa' € Z. En este caso



@n

(28)

29)

(30)

@3
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f: fda = f: Sx)a'(x) dx.

Demostracion Sea ¢ > 0 dado y apliquese el Teorema 6.6 a «':
Existe una particion P = {x,,..., x,} de [a,b] tal que

UP, o) — L(P, ') <&,

El teorema del valor medio suministra puntos £, € [x,_,, x] tales
que

Aoti = a’(ti) Axi
parai = 1,..., n. Sis € [x_,, x], entonces
n
7 ’
Y () — &'(1)] Ax; <e,
i=1

de (28) y el Teorema 6.7(b). Hacer ahora M = sup|f(x)|. Ya que

IngE

£6) 8= ¥ 7G5 (e) B,

]

1

y se deduce de (29) que

iZ";I (5,) A, —iil fls)a'(s) Ax,| < Me.
En particular,
iif(si) Ax; < U(P, fo') + M,
para todas las elecciones de s; € [x_,, x], de manera que
UP, f, ) < U(P, fo') + Me.
De (30), y con el mismo argumento se obtiene
U(P, fu') < U(P, f, o) + Me.
Entonces
|UP, f, @) — U(P, f')| < M.

Ahora notese que, (28) sigue siendo cierto si P se reemplaza por
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cualquier refinamiento. De aqui que (31) sigue siendo también cierto.
Se concluye que

b b
j fdo— f FO'(x) dx | < Me

Pero ¢ es arbitrario. En consecuencia,

(32) [ rde =] oo ax,

para cualquier f acotada. La igualdad de las integrales inferiores se
deduce de (30) exactamente de la misma forma. De aqui se deduce el
teorema.

6.18 Observacion Los dos teoremas anteriores ilustran la generalidad y
flexibilidad que son inherentes en el proceso de integracion de Stieltjes. Si «
es una funcion escalon pura [este es el nombre que con frecuencia se da a las
funciones de la forma (22)], la integral se reduce a una serie finita o infinita.
Si « tiene derivada integrable, la integral se reduce a una integral de
Riemann ordinaria. Esto hace posible en la mayoria de los casos estudiar se-
ries e integrales en forma simultanea, en vez de separadamente.
Considérese un ejemplo fisico para ilustrar lo anterior. El momento de
inercia de un alambre recto de longitud unitaria a través de uno de sus extre-
mos y con respecto a un eje, que forma un angulo recto con el alambre, es

G3) j:xz dm

en donde m(x) es la masa que se tiene en el intervalo [0, x]. Si se considera
que el alambre tiene densidad continua p, esto es, si m’(x) = p(x), entonces
(33) se vuelve

1
(34) j X p(x) d.

Por otro lado, si el alambre estd compuesto de masas m, concentradas
en puntos x;, (33) se convierte en

(35) Y xtm;.

Es por esto que (33) contiene como casos especiales a (34) y (35), pero
también contiene mucho mas; por ejemplo, el caso en el cual m es continua,
pero no diferenciable en todas partes.

6.19 Teorema (cambio de variable) Supdngase que ¢ es una funcién con-
tinua estrictamente creciente que mapea un intervalo [A, B) sobre [a,b]. Su-
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pongase también que o es mondétona creciente sobre [a,b] y f € R(a) sobre
la,b]. Si se define 3 y g sobre [A,B) por medio de

(36) BO) =ale(»),  20) =Sfle().
Entonces g € 2(B) y
(37) [ea=] ran.

Demostracion A cada particion P = {x,,..., x,} de [a,b] le corres-
ponde una particion Q = {y,,..., y,} de [4,B], de tal manera que x,
= (). Todas las particiones de [4,B] se obtienen de esta forma.
Como los valores tomados por f sobre [x,_,, x;] son exactamente los
mismos que los tomados por g sobre [y,_,, y], se ve que

(38) UQ g B=UPLf o), LQz¢Bh)=LP,fa).

Debido a que f € % («), P puede elegirse de tal manera que
U(P.f,a) y L(P,f,a) estén proximas a | f do. De aqui (38) combinada
con ¢l Teorema 6.6 muestra que g € & (3) y que (37) se cumple. Esto
completa la demostracion.

Notese el siguiente caso especial:

Tomando a(x) = x. Entonces 8 = ¢. Suponiendo ¢’ e £ sobre
[A4,B]. Si se aplica el Teorema 6.17 al miembro izquierdo de (37), se
obtiene

b . B
(39) [ 1 ax = rtoe') dy.

INTEGRACION Y DIFERENCIACION

En esta seccion continuamos limitandonos a las funciones reales. Demostra-
remos que la integracion y la diferenciacion son, en cierto sentido, opera-
ciones inversas.

6.20 Teorema Sea fe & en [a,b]. Paraa < x < b, hagamos

F(x) = f" 1) dr.

En estas condiciones, F es continua en [a,b]; ademadas, si f es continua en un
punto x, de la,b], F es diferenciable en x,, y

F'(x0) = f(xo).
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Demostracion Como f € #, es acotada. Supongamos |f(f)| = M
parag <t < b.Sia <x <y =< b, sera

< M(y"X),

IFO) - F) =Ly ae
por el Teorema 6.12(c) y (d). Dado ¢ > 0, vemos que
|FO) - F(x)| <s,
con tal que |y — x| < &/M. Esto demuestra la continuidad (en reali-
dad la continuidad uniforme) de F.

7 Supongamos, ahora, que f es continua en x,. Dado ¢ > 0, elija-
mos 6 > 0, tal que

Lf(1) = f(xo)| <&
si |t — x%| <éya =<1t < b. Por tanto, si
Xg—0<S<xXo<t<Xo+¥o y a<s<t<hb,
tenemos, por el Teorema 6.12(d)

F(t) — F(s)
t—s

S (xo)

;—é—.-s f: () = f(xo)] du| <e.

Se deduce asi, que F’(x) = f(x)

6.21 El teorema fundamental del calculo. Si f € @ sobre [a,b] y si existe
una funcion diferenciable F sobre [a,b] tal que F' = f, entonces

| ’ fx) dx = F(b) — Fl@).

Demostracion Dado ¢ > 0, elijase una particion P = {x,,..., x,} de
[a,b], de tal manera que U(P,f) — L(P,f) < e. El teorema del valor
medio proporciona los puntos ¢ € [x_,, x] de tal manera que

F(x;) — F(x;-y) = f(t;) Ax;

parai = 1,..., n. Entonces

i;nlf(t,-) Ax; = F(b) — F(a).
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Y del Teorema 6.7(c) se deduce ahora que

b
Fb) - Fla) — | f() dx

<E&.

Por que esto se verifica para cada ¢ > 0, la demostracidbn queda
concluida.

6.22 Teorema (integracion por partes) Si F y G son funciones diferen-
ciables sobre [a,b], F' = fe R,y G = ge &. Entonces

[[Foetx) dx = FOGE® — F@6@ - [ 966 d.

Demostracién Haciendo H(x) = F(x)G(x) y aplicando el Teorema
6.21 a Hy sv derivada. Se ve claramente que /' € ®, debido al Teo-
rema 6.13.

INTEGRACION DE FUNCIONES VECTORIALES

6.23 Definicidon Sean f,..., f; funciones reales en [a,b] y f = (f;,..., f;)
la correspondiente aplicacion de [a,b) en R*. Si o es mondtona creciente en
[a,b], decir que f € Z(«) significa que f, € Z(a) paraj = 1,..., k. En este

caso, definimos
b
fafda—( fida, ... ff,, )

En otras palabras, | f da es €l punto en R* cuya coordenada j-ésima es { f; do.

Es claro que los apartados (a), {c¢) y (e) del Teorema 6.12 son validos
para estas integrales con valores vectoriales; no hacemos mas que aplicar los
resultados primitivos a cada coordenada. Lo mismo es cierto respecto al
Teorema 6.17, 6.20 y 6.21. Como aclaracion, enunciamos el analogo al Teo-
rema 6.21.

6.24 Teorema Sif y F aplican [a,b) en R*, sif € ® ena,blyF = f,

entonces

f "{(¢) di = F(b) — F(a).

El analogo al Teorema 6.13(b) presenta, sin embargo, algin aspecto
nuevo, al menos en la demostracion:

6.25 Teorema Sif aplica{a,blen R* yf € & () para alguna funcién mo-
nétona creciente o en {a,b), entonces |f| € R(a) y

f:f do

(40) <{ f] da.
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Demostracion Si f;,..., f; son las componentes de f,
(41) ] =1+ + DV

Por el Teorema 6.11, cada una de las funciones f? pertenece a #(a), -
por lo que también su suma. Como x2 es una funcion continua de x,
el Teorema 4.17 demuestra que la funcion raiz cuadrada es continua
en [0, M], para todo nimero real M. Si aplicamos una vez mas el
Teorema 6.11, (41) demuestra que |f| € Z(x).

Para probar (40), hagamos y = (y,,..., ;) donde y, = | f, do.
Seray = | fda, vy

I¥12 = X 32 = L3, [fyde = [ (T 0,1)) .

Por la desigualdad de Schwarz,

(42) Yy < Iyllf®)] (a<t<d);
por lo que el Teorema 6.12(b) implica
@ 1¥12 < Iyl [ 18] o
Siy = 0, (40) es elemental. Siy # 0, la division de (43) por |y|
da (40).

CURVAS RECTIFICABLES

Terminamos este capitulo con un tema, de interés en geometria, que propor-
ciona una aplicacion de algo de la teoria precedente. El caso k = 2 (esto es,
el caso de las curvas planas) es de importancia considerable en el estudio de
las funciones analiticas de variable compleja.

6.26 DPefinicion Una aplicacion continua y de un intervalo [a,b] en R* se
llama curva en R*. Para hacer notar el intervalo del parametro [a,b}, se dice
también que vy es una curva sobre [a,b}.

Si y es uno-a-uno, vy se llama arco.

Si y(a) = (D), se dice que es una curva cerrada.

Debe observarse que se ha definido una curva como una aplicacion, no
como un conjunto de puntos. Por supuesto que cada curva y en R* tiene
asociado un subconjunto de R*, es decir el rango de v, pere que diferentes
curvas pueden tener el mismo rango.

A cada particion P = {x,,..., x,} de [¢,b]} ¥ a toda curva y sobre [a,b]
se le asocia el nimero

AP 1) = F 960 = o).
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El término i-ésimo en esta suma es la distancia (en R*) entre los puntos
¥(x,_,) ¥ v(x;). En consecuencia A(P,v) es la longitud de una trayectoria poli-
gonal con vértices en y(x), v(x,), ..., v(x,), conservando este orden. Confor-
me la particion se hace més fina, este poligono se aproxima al rango de v
cada vez mas. Esto hace razonable definir la longitud de v como

A(y) = sup A(P, ),
donde el supremum se toma sobre todas las particiones de d[a, b].
Si A(y) < oo, se dice que v es rectificable.
En algunos casos, A(y) se da como una integral de Riemann. Se de-
mostrar4 esto para curvas continuamente diferenciables, es decir, para cur-

vas y cuya derivada v’ es continua.

6.27 Teorema Si~y’ es continua sobre [a,b], entonces vy es rectificable, y

b
A = [ lyol .

Demostracion Siae < x_, < x; < b, entonces

g

90 = sl =|[* v [ 1@l

Xi-1

Por consiguiente

b
AP, y) < f ly'@©)] at

para cada particion P de [a,b]. En consecuencia,

b
Ay) < f [y'(£)] dt.

Para demostrar la desigualdad opuesta, sea ¢ > 0 conocido.
Como v’ es uniformemente continua sobre [a,b], existe 5 > 0 tal que

Y@=y (@) <e if |s—1]<é.

Sea P = {x,,..., x,] una particibn de [a,b], con Ax, < § para toda i.
Six_, =t = x, se deduce que

[Y(®)] < 1y (x)]| + &
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Por tanto

f i [ (D) dt <|y'(x)| Ax; + & Ax,
Xi-1

+3Axi

[[ ro+res-yola

Xi-1

<|[ voya|+|[7 e - vona+eax
Xi-1 Xi-1t

<|y(xp) — y(xi-)| + 2¢ Ax;.

Si se adicionan estas desigualdades, se obtiene

f:| Y@)| dt < A(P, ) + 26(b — a)
< AGY) + 26(b — a).

Debido a que ¢ era arbitrario,
b ’
[1v©l <A,

Esto completa la demostracion.

EJERCICIOS

1. Suponer que « es creciente en [¢,b]; @ < x, < b; « es continua en X5 f(p) = 1,
y f(x) = 0six # x,. Demostrar que /' € #(a) y que | fda = 0.

2. Suponer que f = 0; fes continua en [a,b], ¥ be(x) dx = 0. Demostrar que f(x)
= 0 para todo x € [a,b]. (Comparar con el Ejercicio 1.)

3. Definir tres funciones 8,, 8,, 8, como sigue: 3,(x) = 0six < 0; 8;(x) = I six >
Oparaj = 1,2,3;y5(0) = 0; 5,(0) = 1; 3,(0) = . Sea f una funcién acotada
en[—1, 1].

(a) Demostrar que f e Z(8,) si, y solo si f(0+) = f(0), y que

ffdﬁx =f(0). en este caso.

(b) Plantear y demostrar un resultado similar para (,.
(c) Demostrar que f € Z(B;) si, y solo si f es continua en 0.
(d) Si f es continua en 0, demostrar que

[ra8.=[rdp.=[raps=r.

4. Si f(x) = 0 para todo nimero irracional x, y f(x) = 1 para todo racional x, de-
mostrar que f ¢ Zen [a,b] para un a < b.
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5. Supongase que f es una funcion real acotada sobre [a,b], ¥y que f2 € # sobre
[a,b]. ;Se puede deducir que f € & ? Si se supone que f? € #, ;cambia la
respuesta?

6. Sea el conjunto de Cantor P construido en la seccion 2.44. Sea f una funcion real
acotada sobre [0, 1] continua en cada punto que esté fuera de P. Demostrar gue
f e R sobre [0, 1]. Sugerencia: P puede cubrirse con un nimero finito de seg-
mentos cuya longitud total pueda hacerse tan pequefia como se desee. Proceder
de la misma forma que en el Teorema 6.10.

7. Supongase que f es una funcion real definida sobre (0, 1] y que f € & sobre
[c, 1] para cada ¢ > 0. Se define

[ e as=tim [ seo ax

si el limite existe (y es finito).
(a) Si f € R sobre [0, 1], mostrar que esta definieidn de la integral coincide con
la definicibn antigua.
(b) Construir una funcion f tal que el limite anterior exista, aungue no exista
cuando |f] se reemplace por f.

8. Supoéngase que f € & sobre [a,b] para cada b > a con « fija. Se define

[(r@ax=iim [ 5 ax

si el limite existe (y es finito). En este caso se dice que la integral de la izquierda
converge. Si ésta también converge después de haber reemplazado f por |f], en-
tonces se dice que converge absolutamente.

Supobngase ahora que f(x) = 0 y que f es monoOtona decreciente sobre
[1, o). Demostrar que

o
| reax
converge si, y solo si
]
> f(n)
n=1
converge. (Este es el llamado ‘‘criterio de la integral’’ para la convergencia de

series.)

9. Mostrar que algunas veces puede aplicarse la integracion por partes a las integra-
les ‘‘impropias’® que se definieron en los Ejercicios 7 y 8. (Formular un teorema
estableciendo las hipotesis apropiadas y demostrarlo.) Por ejemplo mostrar que

® cos x _ J' sen x
o 1+x x ¢ —{—)c)2
Mostrar que una de estas integrales converge absolutamente, pero la otra no.
10. Sean p y g dos niimeros reales positivos tales que
1 1

- =
p q
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11.

12.

Demostrar lo siguiente:
(@) Siu = 0y v = 0, entonces

4

u\S -I-—

La igualdad es cierta si, y solo si u? = v4,

D)Sife R, ge R, f=0,8=0,y

b b
ff’da::l:fg"doc,
entonces

fbffgdagl.

(¢) Si fy g son funciones complejas en %#(«), entonces

<([ e ([ 1eeas)

Esta es la desigualdad de Hélder. Cuando p = g = 2, se lama cominmente de-
sigualdad de Schwarz. (Notese que el Teorema 1.35 es un caso muy especial de
ésta.)

(d) Mostrar que la desigualdad de Holder también es verdadera para las integra-
les ‘‘impropias’’ que se describieron en los Ejercicios 7 y 8.

Sea o una funcioén creciente fija sobre [a,b]. Si ¥ € & («) se define

s = { f:Iul 3 da}m-

Supongase que f, g 4 € #(«), y demuéstrese la desigualdad del triangulo

e

Wf—hllz < If—gll2+ llg — All

como una consecuencia de la desigualdad de Schwarz, de la misma manera que

en la demostracion del Teorema 1.37.

Con las notaciones del Ejercicio 11, supongase que f € £ () y € > 0. Demostrar

que existe una funcion continua g sobre [a,b] tal que |If — gll, <e.
Sugerencia: Sea P = {x,..., x,} una particibn adecuada de [a,b], y

definase

xll

Q(t)— f(xt 1)+ S(xy)

Si X <t <xi.
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14.

15.

16.
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Si se define
x+1
f)= f sen(17) d.

(a) Demostrar que |f(x)| < 1I/x six > 0.
Sugerencia: Hacer 12 = u e integrar por partes, para mostrar que f(x) es
igual a

cos (x2) cos [(x+1)*] J“"" 2 cos u
2x 2Ax+1) %2 4ud'2

U.

Reemplazar cos u por —1.
(b) Demostrar que

2xf(x) = cos (x2) — cos [(x + 1)1+ r(x)
en donde |r(x)| < ¢/xy c es una constante.
(c) Encontrar los limites superior e inferior de xf(x), cuando x — .

(d) {Converge f: sen (12) dr?
Si
x+1

o) = f sen (e dt.

x

Mostrar que
elf(x)]l<2
y que
€*f(x) = cos (e*) —e~* cos (e**) + r(x),

en donde |r(x)| < Ce—*, para alguna constante C.
Supongase que f es real, y continuamente diferenciable sobre [a,b], f(a) = f(b)
=0,y

b
L £2x) dx = 1.
Demostrar que
&
[wror@dax= -1
y también que
b b
[rreoras- [ xrear>t

Paral < 5 < oo, se define

1

)=3

n=1n
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17.

19.

(Esta es la funcion zeta de Riemann, que es muy importante en el estudio de la
distribucion de los nimeros primos.) Demostrar que

(@) {s)=>s :D )E’;lel dx

¥y que

1 xs+1

) i) = ;_s— —§ J.:o x—[x] dx,

en donde [x] representa el entero mayor < x.
Demostrar que la integral del apartado () converge para todo s > 0.
Sugerencia: Para demostrar (a), calcular la diferencia entre la integral sobre
[1, N1y la n-ésima suma parcial de la serie que define a {(s).
Supongase que o crece mondtonamente sobre [a,b], que g es continua, y g(x) =
= G’'(x) para a < x < b. Demostrar que

f "e(92(x) dx = G(b)(b) — G(@)u(a) — f "G da.

Sugerencia: Tomar g real, sin perder generalidad. Dado P = {x,, x,...,
x,}, elegir ; € (x,_,, x;) de tal manera que g(t,) Ax; = G(x;) — G(x,_,). Mostrar
que

",l a(x)g(t) Ax = G(b)ob) — Gla)oa) — ‘i‘ Gxi-1) Aa.

i
Sean v,, vy,, v;, curvas en el plano complejo, definidas en [0, 27} por

')’l(t) = eu’ ‘}’z(l') _— ezu’ ')’3(') i ez;it sen (llt).

Demostrar que estas tres curvas tienen el mismo rango que Y, Y 7, son rectifi-
cables, que la longitud de v, es 2w, que la de vy, es 47 y que v, no es rectificable.
Sea v, una curva en R*, definida en [a,b]; sea ¢ un mapeo 1-1 continuo de [c,d]
sobre [a,b], tal que ¢(c) = a, y definamos v,(s) = v,(¢(s)). Demostrar que Y, €s
un arco, una curva cerrada simple o una curva rectificable, si y solo si es cierto lo
mismo para y,. Demostrar que v, y v, tienen la misma longitud.
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SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

En el presente capitulo limitaremos nuestra atencion a las funciones de va-
riables complejas (en ellas incluiremos, naturalmente, las de valores reales)
aunque muchos de los teoremas y demostraciones que siguen se amplian sin
dificultad a las funciones vectoriales, e incluso a los mapeos en espacios
métricos en general. Elegimos el trabajar en este marco reducido para fijar la
atencibn en los aspectos mas importantes de los problemas que se presentan
cuando se varia el orden en los procesos de limites.

DISCUSION DEL PROBLEMA PRINCIPAL

7.1 Definicibn Supongamos que {f,}, conn = 1, 2, 3,..., es una sucesidbn
de funciones definidas en un conjunto E, y que la sucesibn de niimeros
{f, (x)} converge para todo x € E. Podemos definir una funciéon f por

(1 /@ =lmf()  (xeE).
-0
En estas circunstancias, decimos que {f,} converge en £ y que f es el
limite o la funcién limite, de {f,}. A veces, utilizaremos una terminologia
mas expresiva y diremos que «{f,} converge hacia f puntualmente en E», o
bien, «en cada punto de E», si se cumple (1). Del mismo modo, si If,(x)
converge para todo x € E y definimos
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@ f@=340 e,

a la funcion fse le llama suma de la serie Lf,.

El principal problema que se presenta es el de determinar qué pro-
piedades de las funciones se conservan con las operaciones de limites (1) y
(2). Por ejemplo, si las funciones f, son continuas, o diferenciables o in-
tegrables, ;sucede lo mismo con la funcion limite? ;Cuales son las relaciones
entre fy f' o entre las integrales de f, y la de f?

Decir que f es continua en x significa que

lim (1) = f(x).

=x
Por tanto, preguntar si el limite de una sucesién de funciones continuas es
continuo, es lo mismo que preguntar si

3) lim lim £,(¢) = lim lim £,(¢),

t—=*Xx n—ow n—o t—x
esto es, si no importa el orden en que se aplica el proceso de limites. En el
primer miembro de (3), hacemos primero n — oo, y luego, ¢t — x; en el se-
gundo, primero ¢ — x, y luego, n — oo.

Vamos a demostrar, por medio de ejemplos que, en general, no se
puede variar el orden en los procesos de limites sin afectar al resultado. Des-
pués demostraremos que, en ciertas condiciones, no tiene importancia este
orden. "

El primer ejemplo, y el mas sencillo, se refiere a una «sucesién doble».

7.2 Ejemplo Param = 1,2,3,...yn=1,2,3,... sea

m
sm n =
’ m+n
Para todo n prefijado, sera
lims,,=1,
m-~* oo
de modo que
@) lim lim s, , = 1.
n—>o0 m-=»o0
Por otro lado, para todo m prefijado
lim s, , =0,

n— o
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de modo que

%) lim lim s, , = 0.

m-= o n—+
7.3 Ejemplo Sea

2

ﬁ'(x)=ﬁx7)" (xreal; n=0,1,2,..)),
y consideremos
() _% e X
f(x) ”;()f;'(x) nZO (1 + xl)n

Como f,(0) = 0, tenemos que f(0) = 0. Para x # 0, la altima serie de (6) es
una serie geomeétrica convergente con suma 1 + x? (Teorema 3.26). Por tanto,

©) _|0 (x=0),
f(")"{1+x2 (x #£0),

de forma que una serie convergente de funciones continuas puede tener una
suma discontinua.

7.4 Ejemplo Param = 1, 2, 3,..., hagamos

£ (x) = lim (cos m!nx)".
n—ao
Cuando m!x es entero, f, (x) = 1. Para todo otro valor de x, f,(x) = 0. Sea
ahora

S(x) = lim f,(x).
m- o
Para x #rracional, f, (x) = 0 para todo m, por lo cual f(x) = 0. Para x ra-
cional, es decir, x = p/q, siendo p y q enteros, vemos que m/!x es entero si
m = q, de modo que f(x) = 1. Por tanto

0 (x irracional),

®) cm ki 2
lim lim (cos m!nx —~{1 (x racional).

m—0 n—* oo
Hemos obtenido, asi, una funcion limite discontinua en todas partes
que no es integrable, segiin Riemann (Ejer. 4, Cap. 6).
7.5 Ejemplo Sea

sen nx

(xreal,n=1,2,3,...),
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() = lim £,(x) = 0.

n— oo

Entonces, f'(x) = 0, y
fux) = \/r; COS nx,
de modo que {f,} no converge hacia f’. Por ejemplo,

1@ =/n— +
cuando n — oo, mientras que f'(0) = 0.
7.6 Ejemplo Sea
10 L) =n2x(1—x*)" O0<x<1l,n=1,273,..)
Para 0 < x < 1, tenemos

lim f,(x) = 0,

n— oo

por el Teorema 3.20(d). Como f,(0) = 0, vemos que

(11) lim f,(x) =0 O<x<l).

n=+ oo
Un calculo sencillo demuestra que

1 1
— 2\ — .
fo (1 = X7y dx 2n+2

Asi, pues, a pesar de (11)

n2

2n+2

INEEE

— 400

cuando n — oo,
Si sustituimos en (10) n2 por n, se cumple todavia (11), pero, tenemos

] ! . n 1
lim J.of,,(x)dx= hm im=-2',

cuando

f: [lim /;,(x)] dx = 0.

n—
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Asi, pues, el limite de la integral no es necesariamente igual a la integral del
limite, aun cuando los dos sean finitos.

Después de estos ejemplos que demuestran que podemos cometer un
error si se invierte el orden del proceso de limites descuidadamente, definire-
mos una nueva forma de convergencia, mas severa que la puntual que apare-
ce en la Definicion 7.1, que nos permitira llegar a resultados positivos.

CONVERGENCIA UNIFORME

7.7 Definicion Decimos que una sucesion de funciones {f,} con n = 1, 2,
3,..., converge uniformemente en E hacia una funcibn f si para cada ¢ > 0
hay un entero N tal que n = N implica

(i2) Ifi(x) —f(x)| <e

para todo x € E.

Es claro que toda sucesion uniformemente convergente es puntualmen-
te convergente. Concretamente, la diferencia entre los dos conceptos es la si-
guiente: si {f,} converge puntualmente en FE, existe una funcion f tal que, para
todo ¢ > 0 v cada x € E, hay un entero N, que depende de ¢ y de x, tal que
se cumple (12) si » = N; si {f,] converge uniformemente en E, es posible
hallar, para cada ¢ > 0 un entero N tal que lo hace para todo x € E.

Decimos que la serie If, (x) converge uniformemente en E si la suce-
sion {s,} de sumas parciales definidas por

5 5 = 5,69

converge uniformemente en E.
El criterio de Cauchy sobre convergencia uniforme es el siguiente:

7.8 Teorema La sucesion de funciones {f,), definida en E, converge uni-
formemente en E si y solo si para cada € > 0 existe un entero N tal que m
> N;n = N; x € Eimplica

(13) If;l(x) _fm(x) | <e.

Demostracion Supongamos que {f,} converge uniformemente en E, y
sea f la funcion limite. Entonces, existe un entero N tal que n = N
y x € E implica '

A0 =S| <3,

de modo que
1) =[G | S /) =) | + 1f(X) —fu(®) | <&

sin =N;m=N,yx e E.
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Inversamente, supongamos que se cumple la condicidon de
Cauchy. Por el Teorema 3.11, la sucesion {f, (x)} converge, para todo
x, hacia un limite que podemos llamar f{(x). Asi pues, la sucesidon {f,}
converge en E hacia f. Tenemos que demostrar que la convergencia es
uniforme.

Sea ¢ > 0.dado, y elijamos N tal que se.cumpla (13). Fijemos »
y hagamos m — o en (13). Como f,,(x) — f(x) cuando m — oo, esto
da

(14) [fu¥) —f(x)| <e&

para cada n = Ny todo x € E, lo que completa la demostracion.
El criterio siguiente es util algunas veces.

7.9 Teorema Supongamos

lim f,(x) = f(x) (x € E).
n— oo
Hagamos
M, = sup | fi(x) — f(x)|.
xcE
Entonces, f, — f uniformemente en E si y solo si M, — 0 cuando n — oo.

Como esto es consecuencia inmediata de la Definicion 7.7, omitimos
los detalles de la demostracion.

Hay un criterio de convergencia uniforme muy conveniente para las se-
ries, debido a Weierstrass:

7.10 Teorema Supongamos que (f,} es una sucesion de funciones defini-
das en E, y supongamos

i)} <M, (xeEn=1,2,3,..).
En estas condiciones, Lf, converge uniformemente en E si ZM, converge.
Obsérvese que no se afirma la inversa (y de hecho, no es cierta).

Demostracion Si LM, converge, para ¢ > 0 arbitrario,

siM.-SS (x€E),

1




SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES 159

oon tal que m y n sean suficientemente grandes. La convergencia uni-
forime, se deduce del Teorema 7.8.

CONVERGENCIA UNIFORME Y CONTINUIDAD

7.11 Teorema Swpongamas que f, — [ uniformemente en un conjunto E
en un espacio métrico. Sea x un punto de acumulacion de E, y supongamos
que

15) imf(t)=4, ®=123,..).

1~x

{A,} convergerd, y
(16) 2imf(t)=l.imA,,.
En otras palabras, la conclusion es que
(17) 'hﬁm ﬁxﬁ 5@ ="li m 1:’ m T

Demostraci m Sea ¢ > 0 dado. Por la convergencia uniforme de
{f.], existe Ntal que # = N; m = N, y t € E implica

(18) Sl — S| <e.
Haciendo ¢+ — x en (18), obtenemos
|An - An ' <e&

paran = N, m = N, de modo que {A4,} es una sucesion de Cauchy v,
por tanto, converge, digamos que hacia A.
Ahora,

19 O -AI<fO-LO+ [ -4, + |4, — 4]
Elijamos, primeramente n de modo que

(20) VORFACI

para todo ¢ € £ (lo que es posible por la convergencia uniforme) y tal
que

€
Q1) 4, ~ A} <3
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(22)

Entonces, para este n, elijamos una vecindad ¥V de x tal que

&
10 = 4] <3

Site VnE,t+x.
Sustituyendo las desigualdades (20) a (22) en (19), vemos que

'f(t) - A I <g,
siempre que ¢t € V n E, t+x. Lo que equivale a (16).

7.12 Teorema Si {f,} es una sucesion de funciones continuas en E,
y si f, — funiformemente en E, f es continua en E.

Este importantisimo resultado es un corolario inmediato del
Teorema 7.11.

El inverso no es cierto; esto es, una sucesidén de funciones conti-
nuas puede converger en una funcién continua, aunque la convergen-
cia no sea uniforme. En 7.6 se tiene un ejemplo de ello (para verlo,
aplicar el Teorema 7.9). Pero hay casos en los que podemos afirmar
el inverso:

7.13 Teorema Si K es compacto, y

(@) {f,} es una sucesion de funciones continuas sobre K,
(b) {f,} converge puntualmente a una funcién continua f sobre K,
) f,(x) = f,,,(x) para todo x € K, n = 1, 2, 3,...,

Entonces f, — f uniformemente sobre K.

Demostracion  Si se hace g, = f, — f. Entonces g, es continua, g,
— 0 puntuaimente, y g, = g,,,. Se tiene que demostrar ahora que g,
— 0 uniformemente sobre K.

Dado ¢ > 0, sea K, el conjunto de todos los x € K con g,(x) =
e. Como g, es continua, K, es cerrado (véase el Teorema 4.8), por ende
también es compacto (véase el Teorema 2.35). Yaque g, = g,,,, s€
tiene K, » K,,,. Fijemos x € K. Debido a que g,(x) — 0, es evidente
que x ¢ K, si nés suficientemente grande. Por esto x ¢ ﬂ K,. Dicho
de otro modo, () K, es vacio.

Por lo tanto K. es vacio para algan N (véase el Teorema 2.36).
Con esto se deduce que 0 < g,(x) < g paratodox € Kytodon =
N. Esto demuestra el teorema.

Notese que la compactibilidad es necesaria aqui. Por ejemplo, si

1
nx + 1

Jix) = O<x<tl;n=1,2,3,..)
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entonces f,(x) — 0 monobtonamente en (0, 1), pero la convergencia no es
uniforme.

7.14 Definicion Si X es un espacio métrico, ¢ (X) representara al conjun-
to de todas las funciones valuadas en los complejos con dominio X, conti-
nuas y acotadas.

[Notese que la acotabilidad es redundante si X es compacto (véase el
Teorema 4.15). Entonces % (X) consta de todas las funciones complejas con-
tinuas definidas sobre X si X es compacto.]

A cada f € €(X) se le asocia su norma suprema

Ifll = sup |f(x)].
xeX

Como se admite que f es acotada, ||f|| < o. Es obvio que }|f]| = 0 solosi
f(x) = 0 para cada x € X, es decir, solosi f = 0. Si 7 = f + g, entonces

()| < 1fG) | + g | < ISl + lgll
para todo x € X; de aqui que

If+gll < Il + lgl-

Si se define la distancia entre f € ¥(X)y g € % (X) como ||f — g,
se deduce que se cumplen los axiomas 2.15 para una meétrica.
Entonces se ha vuelto € (X) un espacio métrico.
El Teorema 7.9 puede volver a redactarse como sigue:

Una sucesion {f,} converge hacia f con respecto a la métrica de €(X)
si, y solo si f, — f uniformemente sobre X.

De acuerdo con esto, los subconjuntos cerrados de #(X) se llaman a
veces conjuntos uniformemente cerrados, la cerradura de un conjunto & <
% (X) se dice que es cerradura uniforme, y asi sucesivamente.

7.15 Teorema La métrica anterior hace de € (X) un espacio métrico
completo.

Demostracion Sea {f,} una sucesion de Cauchy en € (X). Esto
quiere decir que a cada ¢ > 0 le corresponde un N tal que ||f, —
— [, <esin=Nym = N. Se deduce (por el Teorema 7.8) que
hay una funcion f con dominio X para la cual {f,} converge uniforme-
mente. Y por el Teorema 7.12, f es continua. Ademas, f es acotada,
porque hay un n tal que |f(x) — f,(x)| < 1 paratodox € X,y f, es
acotada.
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Entonces f € %(X), y debido a que f, — f uniformemente
sobre X, se tiene que ||f — f,|| — 0 cuando n — .

CONVERGENCIA UNIFORME E INTEGRACION

7.16 Teorema Sea o monétona creciente sobre [a,b]. Supdngase que f, €
R(c) sobre {a,b], paran= 1,2, 3,..., y que f, — f uniformemente sobre
la,b). Entonces f € #(c) sobre [a,b], y

23) f fdo = lim j £, do.

n=ova
{La existencia del limite en (23) es parte de la conclusion.)
Demostracion Es suficiente demostrarlo para f, real. Se hace
24 &, = sup [f(x) —f(x)|,
el supremum se ha tomado sobre ¢ < x < b. Entonces
So— eSSyt &,

de manera que las integrales superior e inferior de f satisfacen (véase
la Definicion 6.2),

25) f:(f,, —&)do < f fda gf fda< j:(fn +¢,) do.
En consecuencia
0 sf fdo — [ fdu < 26,[0(b) — (@],
Como g, — 0 cuando n — o (por el Teorema 7.9), las integrales su-

perior e inferior de f son iguales.
Entonces f € #(c). Otra aplicacion de (25) produce ahora

b
(26) do — f £, du

< g,[a(b) — a(a)].

Esto implica (23).

Corolario Si f, € #(a) en [a,b], y si

fx) = }: LHx) (@<x<b),
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convergiendo la serie uniformemente en [a,b], entonces

fbfda- fﬁ,da

n=1

En otras palabras, las series pueden ser integradas término a término.

CONVERGENCIA UNIFORME Y DIFERENCIACION

Hemos visto ya, en el Ejemplo 7.5, que la convergencia uniforme de {f,} no
implica nada sobre la sucesion {f,]. Asi pues, se necesitan hipotesis mas rigu-
rosas para asegurar que f, — f’ si f, — f.

7.17 Teorema Supongamos que {f,} es una sucesion de funciones, diferen-
ciables en [a,b] de modo que {f,(x,)} converge para algiin punto x, en {a,b].
Si {f,)} converge uniformemente en [a,b], {f,} converge uniformemente en
[a,b] hacia una funcion f, y

@n S =limfi()  (@sxsb)
Demostracion Sea ¢ > 0 dado. Elijamos Ntalque n = N, m = N,
implica
28) |ixo) = fulx) | <3
y
@) O~ 1iO < = @st<b).

2(b a)

Si aplicamos el teorema del valor medio 5.19 a la funcién f,
- J;n (29) demuestra que,

|x t|e<f
2b—-a) " 2

(30) [fa(%) = fuX) = o(®) + FaD) | <
para cualesquiera x y ¢ en [a,b], sin = N, m = N. La desigualdad

|£5(x) = S0 | < 1fu%) = fo®) = fu(X0) + fu(X) | + | fulxo) — ful(x0) |
implica, por (28) y (30), que

i)~ fu®)|<e (@<x<b,n>N,m=N),

de modo que {f,} converge uniformemente en [a,b]. Sea
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f(x) =limf,(x) (a<x<b).

n—*o

Fijemos un punto x en [a,b,] y definamos

G1) $u(t) = Sult ) f,.(x)’ &) = S (t) f(1) —f(x)
- X - x
paraa <t < byt # x. Sera
32) lim ¢,(¢) = f,/(x) n=123,..)).

La primera desigualdad de (30) demuestra que

[6a(t) — dul(d) | < (n= N, m=N),

2(b a)

de modo que {¢,} converge uniformemente, para ¢t # x. Como {f,}
converge hacia f, deducimos de (31) que

(33) lim (1) = $(0)

uniformemente pataa <t < byt # x.
Si aplicamos, ahora, el Teorema 7.11 a {¢,}, (32) y (33) de-
muestra que

hm o(t) = limf)(x);

y esta es (27), por la definicion de ¢(?).

Observacién: Si ademés de las hipotesis anteriores, se admite la conti-
nuidad de las funciones £, se puede dar una demostraciéon mucho mas corta
de (27), basada en el Teorema 7.16 y el teorema fundamental del calculo.

7.18 Teorema Existe una funcion real continua sobre la recta real que es
no diferenciable en ninguna parte.

Demostracion Se define
(34) p(x)= x| (-1<sx<1)
y se amplia la definicion de ¢(x) para toda x real pidiendo que

(35) @(x + 2) = ¢(x).
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Entonces, para todo s y ¢,

(36) lo(s) — @(0)| < |s —¢].

En particular, ¢ es continua sobre R'. Se define

@7 £6) = 3 @ro@).

El Teorema 7.10 muestra que la serie (37) converge uniformemente
sobre R!, ya que 0 = ¢ = 1. Por el Teorema 7.12, f es conti-
nua sobre R!,

Si ahora se fijan un nimero real x y un entero positivo m y se
_hace

(38) Sp= 347"

donde el signo se elige de tal forma que no esté ningin entero entre
4mx y 4m(x + §,). Esto puede hacerse ya que 47 [§,,| = 4. Entonces
se define ’

Cuando n > m entonces 47§, es un entero par, asi que vy, =
= 0. Cuando 0< n < m, (36) implica que |vy,| = 4~.
Debido a que |y, | = 47, se concluye

Sx 4 9m) — /() i G)”?n
n=0

O
m-1
> 3m — Z 3n
n=0
=43+ 1).

Conforme m — o, §,, — 0. Se deduce que f no es diferenciable en x.

FAMILIAS EQUICONTINUAS DE FUNCIONES

En el Teorema 3.6 vimos que toda sucesion acotada de nimeros complejos
~ contiene una subsucesion convergente; y se plantea, ahora, la pregunta de si
sucede algo similar con las sucesiones de funciones. Para concretar mas, de-
finiremos dos clases de acotacion.

7.19 Definicion Sea {f,} una sucesion de funciones definidas en un con-
junto E.
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Decimos que {f,} es acotada puntualmente en E si Ia sucesion {f, (x)} es
acotada para cada x € E, esto es, si existe una funcion ¢ con valores finitos
en F tal que

)i <élx) (xeEn=1,23,..).

Decimos que {f,} es uniformemente acotada en E si existe un niimero
M tal que

<M (xeEn=1,23..).

Si {f,} es acotada puntualmente en E y E, es un subconjunto numerable
de E, es siempre posible hallar una subsucesion [f,,k} tal que I, (x)} converge
para todo x € E,, lo que puede hacerse por el proceso de la diagonal, utiliza-
do en la demostracion del Teorema 7.23.

Sin embargo, aun si {f,} es una sucesion uniformemente acotada de
funciones continuas en un conjunto compacto E, no es necesaria la existen-
cia de una subsucesion que converja puntualmente en E. En el ejemplo dado
a continuacion, seria fatigoso demostrarlo con los medios de que dispone-
mos hasta este momento, pero la demostracion es muy sencilla si se recurre a
un teorema del capitulo 11.

7.20 Ejemplo Sea
fix)=sennx (0<x<2n,n=1,23,...).

Supongamos que existe una sucesion {n,} tal que {sen n,x} converge para to-
do x € [0, 2x]. En este caso, debemos tener

lim (sennx —senn, ., x) =0 0 < x <2n);

k=
y de aqui
(40) lim (sen nx —senm,,x)2 =0 (0 < x < 2n).
k= oo

Por el teorema de Lebesgue, referente a la integracion de sucesiones conver-
gentes acotadas (Teorema 11.32), (40) implica
2n
(C3)) lim | (senmx —sen ny . x)* dx = 0.
k- Y0

Pero un calculo sencillo muestra que

2n
f (sennx —sen n,, ,x)? dx = 27,
0

lo que contradice a (41).



SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES 167

Otra duda que puede plantearse, es si toda sucesibn convergente con-
tiene una subsucesion uniformemente convergente. El proximo ejemplo de-
muestra que no sucede necesariamente asi, aun si la sucesion es uniforme-
mente acotada en un conjunto compacto. (El Ejemplo 7.6 demuestra que
una sucesion de funciones acotadas puede converger sin ser uniformemente
acotada; pero se ve inmediatamente que la convergencia uniforme de una su-
cesion de funciones acotadas implica la acotacion uniforme.)

7.21 Ejemplo Sea

x2

Frd ey Osxsbn=123..)

Sulx) =

Entonces, |f,(x)| < 1, de modo que {f,} es uniformemente acotada en [0,
1]. Ademas,

imf(x)=0 (@©O<x<]l),

n—+o0

pero

ﬁ,(;ll—)=l n=12,3,..),

de modo que ninguna subsucesion puede converger uniformemente en [0, 1].

En la siguiente definicion, se da el concepto de equicontinuidad que
nos €s necesario en este punto.

7.22 Definicion Se dice que una familia & de funciones complejas f defi-
nidas en un conjunto £ en un espacio métrico X es equicontinua en E, si pa-
ra cada ¢ > 0, existe un 6 > 0 tal que

Ifx) =fO) ] <e

siempre que d(x,y) < é; x € E; y € E, y f € #. Aqui, d expresa la métrica
de X.

Es claro que todo miembro de una familia equicontinua es uniforme-
mente continua.

La sucesion del Ejemplo 7.21 no es equicontinua.

Los Teoremas 7.24 y 7.25 mostrarAn que hay una relacidon bastante
marcada entre la equicontinuidad y la convergencia uniforme de sucesiones
de funciones continuas. Pero primero se describira un proceso de seleccién
que nada tiene que ver con la continuidad.
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7.23 Teorema Si {f,} es una sucesiéon puntualmente acotada de funciones
complejas sobre un conjunto numerable E, entonces {f,} tiene una subsuce-
sion []f,k; tal que {f,,k (x)} converge para cada x € E.

Demostracion Sean {x,}, i = 1, 2, 3,..., los puntos de E, ordenados
en una sucesion. Como {f, (x;)} es acotada, existe una subsucesibn que
se representara por {f, .}, tal que {f; ,(x)} converge cuando kK — oo.

Considérense ahora las sucesiones S, S,, S,,..., que se repre-
sentaran por medio del arreglo

St fin fiz fis fia
Szt faq Sa2 fos Sfra
S3t faq fi2 S Soa

y que tienen la siguientes propiedades:

(@) S, es una subsucesionde S, ,, paran = 2, 3, 4,....

(b) /.« (x,)} converge, cuando k — oo (la acotabilidad de {f,(x,)}
hace posible que S, pueda elegirse de esta forma);

(c) El orden en el que aparecen las funciones es el mismo en cada
sucesion; es decir, si una funcidon precede a otra en §,, estan en la
misma relacién en cada S,, hasta que desaparecen una u otra. De aqui
que, cuando se pasa una fila del cuadro anterior a la inmediatamente
inferior, las funciones pueden transladarse hacia la izquierda, pero
nunca hacia la derecha.

Sigamos ahora, la diagonal del arreglo; es decir, considérese la
sucesion

S$: fin fa2 Sfas faarc.

De (c) se tiene que la sucesidn S (excepto posiblemente sus primeros n
— 1 términos) es una subsucesion de S,, para n = 1, 2, 3,.... En
consecuencia (b) implica que {f, ,(x;)} converge, cuando n — oo, para
cada x; € E.

7.24 Teorema Si K es un espacio métrico compacto y f, € 4 (K) para n=
=1, 2, 3,..., y si {f,} converge uniformemente sobre K, entonces {f,} es
equicontinua sobre K.

42

Demostraciébn Sea ¢ > 0 dado. Como {f,} converge uniformemente,
hay un entero N tal que

Ifu—fyl <&  (n>N).
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(Veéase la Definicion 7.14.) Debido a que las funciones continuas son
uniformemente continuas sobre conjuntos compactos, hay un 6 > 0
tal que

Ifix) = fin)| <e

sil =i <Nyd(xy) <8.
Sin > Nyd(xy), se deduce que

12) = £ | < 1) =) | + Ufwlx) =) | + 110D = /() | < 3e.

Y junte con (43), queda demostrado el teorema.

7.25 Teorema si K es compacto, f, € €(K) paran = 1,2,3,...,ysilf,}
es acotada puntualmente y equicontinua sobre K, entonces

44

“45)

(a) {f,} es uniformemente acotada sobre K,
(b) {f,} contiene una subsucesién uniformemente convergente.

Demostracion

(@) Sea ¢ > 0 conocido y elijase 5 > 0, de acuerdo con la Definicion
7.22, de manera que

1) = £y | <e

para todo n, siempre que d(x,y) < é.

Como K es compacto, hay un namero finito de puntos p,,...,
p, en K tal que para cada x € K corresponde al menos un p, con
d(x,p) < 6. Ya que {f,} es acotada puntualmente, existe M, < oo tal
que |f,(p)| < M, para todo n. Si M = max (M,,..., M), entonces
|f(x)| < M + ¢ para cada x € K. Esto demuestra (a).
(b) Sea E un subconjunto denso numerable de K. (Véase el Ejercicio
25 del Cap. 2 para la existencia de tal conjunto E.) El Teorema 7.23
muestra que {f,} tiene una subsucesion {f, } tal que {f, (x)] converge
para cada x € E. ' '

Haciendo Jo, = &, con el proposito de simplificar la notacion.
Se probara que {g;} converge uniformemente sobre K.

Sea ¢ > 0, y tbmese 6 > 0 como al inicio de esta demostracion.
Sea V(x,6) el conjunto de todos los y € K con d(x,y) < 6. Como FE es
denso en K, y K es compacto, hay un namero finito de puntos x,,...,
X, en E tales que

Kec V(x,0)u- - u V(x,, ).
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(46)

Ya que {g;(x)} converge para cada x € E, hay un entero N tal
que

lgi(xs) —gfx) | <e
siempre que i = N,j =2 N, 1 =5 < m.

Si x € K, (45) muestra que x € V(x, d) para algin s, de manera
que

lgix) —gixs) | <e
paracadai. Sii = Ny j = N, se deduce de (46) que

18i(x) —g;(0)| < |gi(x) —8i(x) | +]8:i(xs) —&i(x) | + |gi(xs) —g;(x)|
< 3e.

Esto completa la demostracion.

TEOREMA DE STONE-WEIERSTRASS

7.26 Teorema Si f es una funcién compleja continua en [a,b], existe una
sucesién de polinomios P,, tal que

lim P,(x) =f(x)

E il o]

uniformemente en [a,b,]. Si f es real, se deben tomar los P, reales.

Esta es la forma en que el teorema fue enunciado originalmente por

Weierstrass.

47

Demostracion Admitiremos, sin pérdida de generalidad, que [a,b,]

= [0, 1], y que f(0) = f(1) = 0. puesto que si se demuestra el teore-
ma para este caso, consideraremos

g =f(x) —fO) —x[f(H-fO)] ©O=x<).

Aqui g(0) = g(1) = 0, y si puede obtenerse g como limite de una su-
cesion uniformemente convergente de polinomios, es claro que lo mis-
mo es cierto para f, pues, f — g es un polinomio.

Ademas, supondremos que f(x) es cero para x fuera de [0, 1].
Entonces, f es uniformemente continua en toda la recta.

Hacemos

Q) =c(1-x%) (n=1,23,..)
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donde se ha elegido ¢,, de modo que

(48) jl 0,()dx=1 (=1,23,..).
-1

Necesitamos algiin conocimiento sobre el orden de magnitud de c,.
Como

1 1 vn
[ a—xtyax=2f a-xyarz2[""0 - dx
-1 0 0

vn
> 2f1/ (1 — nx?) dx
0

4
NG
>"1—9

Jn

de (48) se deduce que
(49) cn </n.

La desigualdad (1 — x2)* = 1 — nx® que se usO antes, se
comprueba facilmente que es cierta, considerando la funciébn

(1 = x%" =1+ nx?

que es cero en x = 0, y cuya derivada es positiva en (0, 1).
Para todo 6 > 0 (49) implica

(50) 0. <J/n(1 -8  @<ix| <),

de modo que @, — 0 uniformemente en § < |x| < 1.
Sea, ahora,

€))] Py(x) = f ' e+ nomd ©<x<l)
-1

Nuestras hipotesis sobre f demuestran, por un simple cambio de va-
riable, que

=] s+ e = 700 -5 d,

y la Gltima integral es un polinomio en x. Asi, pues, {P,} es una suce-
sion de polinomios, que son reales si f es real.
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Dado ¢ > 0, elegiremos § > 0, tal que |y — x| < & implica
€
F6) —1@1 <3

Sea M = sup |f(x)|. Utilizando (48), (50) y el hecho de ser Q,(x) =
0, vemos que para 0 < x = 1.

1
12,09 =) = |[ 76+ 0~ foNQu0
<[ e+ D-re10.0 d
-3 e o 1
<2M f _Qndi+3 [ _, O0ueyde +2M fd 0.(t) dt

€
<4M /n(1-8% +5
<é

para todo n suficientemente grande, lo que demuestra el teorema.

Es instructivo representar las graficas de Q, para algunos valores de n;
noétese también, que necesitamos la continuidad uniforme de f para deducir
la convergencia uniforme de {P,}.

En la demostracién del Teorema 7.32, no necesitamos todo el rigor del
Teorema 7.26, sino solamente el siguiente caso particular, que enunciamos
como corolario.

7.27 Corolario Para cada intervalo [—a,a) hay una sucesion de polino-
mios reales P,, tal que P,(0) = y que

lim P,(x) = |x|

n—roo
uniformemente en [ —a,al.
Demostracion Por el Teorema 7.26, existe una sucesion {P¥ de poli-
nomios reales que converge hacia |x| uniformemente en [—a,a]. En
particular, PX0) — 0 cuando n — o. Los polinomios
Pn(x)=P:(x)—P:(0) (n=ls2>3a"')

tienen las propiedades deseadas.

Ahora, aislaremos las propiedades de los polinomios que hacen posible
el teorema de Weierstrass.
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7.28 Definicion Se dice que una familia o/ de funciones complejas defini-
das en un conjunto E es un dlgebrasi (i) f + g € L (i) fg e o, y (iil) ¢f €
o para toda f € &, ge o/ y para todas las constantes complejas c, esto es,
si & es cerrada, respecto de la adicion, multiplicacion y multiplicacion esca-
lar. Tendremos que considerar también algebras de funciones reales; en este
caso, es natural que solo debe cumplirse (iii) para todo nimero real c.

Si o tiene la propiedad de ser f € & cuando f, € & (n =1, 2, 3,...)
y f, — f uniformemente en E, se dice que & es uniformemente cerrada.

Sea £ el conjunto de todas las funciones que son limite de sucesiones
uniformemente convergentes de elementos de &/. A £ se le llama cerradu-
ra uniforme de .

Por ejemplo, el conjunto de todos los polinomios es un algebra, y
puede enunciarse el teorema de Weierstrass diciendo que el conjunto de fun-
ciones continuas en [a,b] es la cerradura uniforme del conjunto de polino-
mios en [a,b].

7.29 Teorema Sea & la cerradura uniforme de un digebra & de funciones
acotadas. # es un dlgebra uniformemente cerrada.

Demostracion Sife # y g € #, existen sucesiones uniformemente
convergentes {f,}, g}, talesque f, — f, 8 —gvf, € &, 8, € .
Como estamos tratando con funciones acotadas, es facil demostrar
que

f;l+gn'"f+g’ f;rgn—’fgs cf;l—’cf’

siendo ¢ una constante cualquiera, y la convergencia uniforme en ca-
da caso.

De aqui,quef+ g e #B;fg € B,ycf e #,de modo que & es
un algebra.

Por el Teorema 2.27, # es cerrada (uniformemente).

7.30 Definicion Sea & una familia de funciones en un conjunto E. Se di-
ce que & separa puntos en E si a cada par de puntos distintos x,, x, € E
corresponde una funcion f e &, tal que f(x,) # f(x).

Si a cada x € E corresponde una funcion g € &, tal que g(x) # 0, de-
cimos que & no desaparece en ningiin punto de E.

El algebra de todos los polinomios en una variable, tiene, como se ve
facilmente, esas propiedades en R!. Un ejemplo de un algebra que no separa
puntos, es el conjunto de todos los polinomios pares, por ejemplo, en [—1,
1], pues, f(—x) == f(x) para toda funcion par f.

El tcorema siguiente aclara mas estos conceptos.

7.31 Teorema Supongamos que 4 es un digebra de funciones en un con-
junto E, que s separa puntos en E, y no desaparece en ningtin punto de E.
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Sean x;, x, puntos distintos de E, y c,, ¢, constantes (reales si sf es un
dlgebra real). Entonces, of contiene una funcién f, tal que

S(x) =cy, S(x3) =c,.

Demostracion Las suposiciones muestran que & contiene funciones
g,h y k tales que

8(x)) #8(x3)s  h(x)#0,  k(x;) #0.
Haciendo
u==gk—gx)k, v=gh-—g(x)h.

Entonces u € o, v e o, u(x) = v(x) = 0, u(x) # 0,y v(x) # 0.
Por tanto

_ v (X
w(x;)  u(xy)

tiene las propiedades requeridas.

Se tiene ya todo el material necesario para la generalizacion del teore-
ma de Weierstrass, debida a Stone.

7.32 Teorema Sea o/ un digebra de funciones reales continuas sobre un
conjunto compacto K. Si of separa puntos sobre K y si o no desaparece en
ningun punto de K, entonces la cerradura uniforme # de & consta de todas
las funciones reales continuas sobre K.

Se hara la demostraciébn en varias etapas, cuatro para ser exactos.
12 ETAPA Sif e ®, entonces |f| ¢ #.
Demostracion Sea

(52) a=sup |[f(x)| (xekK)

y € > 0 conocidos. Por el Corolario 7.27 existen nimeros reales
G,-.., C, tales que

(53) ,ic,y'—|y| <e (-a<y<a)
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Como 4 es un algebra, la funcion
4 =i=ixcif !
es un miembro de 4. De (52) y (53) se tiene que
e - lf®I|<e  (xeK).
Debido a que # es uniformemente cerrada, es evidente que |f| € #. €
22 ETAPA Sife Byge B, entonces max (f,g) ¢ # y min (f,g) € B.

Se debe entender por max (f,g), la funcién 4 definida como

_[fx sif(x) 2g(x),
hx) = {g(x) sif(x) <g(x),

y min (f,g) se define de la misma manera.

Demostracion La 22 etapa se deduce a partir de la 1? y de las identi-
dades siguientes:

max (f,9) =158 + 281,

Por iteracion, es posible extender el resultado para un conjunto
finito cualquiera de funciones: Si f|,..., f, € £, entonces max

(s i) e B,y

min (f, ..., f,) € &.

32 ETAPA Dados una funcion real continua f sobre K, un punto x € K, y
¢ > 0, existe entonces una funciéon g. € # tal que g.(x) = f(x) y

(54 &M >f)—¢  {tek).

Demostracion Como <@ y & satisfacen las hipoOtesis del
Teorema 7.31, también lo hace #. Por consiguiente, para cada y €
K, se puede encontrar una funcion h, € # tal que

(55) h(x)=fx), h0O)=r().
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Como 4, es continua, existe un conjunto abierto J, que contiene
a y tal que

(56) hO>f)—¢  (ted).

Debido a que K es compacto, existe un conjunto finito de pun-
tos ¥,,..., y, tal que

(57 KcJ, u-ulJ

Yn"*
Haciendo
8 =max (h,,...,h).

Por la 2% etapa, g € # y las relaciones (55) a (57) muestran que g,
tiene las otras propiedades requeridas.

4% ETAPA Dados, una funcién real continua f sobre K, y ¢ > 0, existe
una funciéon h € # tal que

(58 lh(x) —f(¥)] <& (xeK).

Como # es uniformemente cerrada, esta proposicion es equivalente a
la conclusion del teorema.

Demostracion Considérense las funciones g,, para cada x € K, que
se construyeron en la 3% etapa. Por la continuidad de g, existen con-
juntos abiertos V¥, que contienen a x, tales que

(59) g <fO+e (tel)).
Como K es compacto, existe un conjunto finito de puntos
X,..., X, tales que
(60) | KcV,u-uV,,.
Haciendo

h=min(g,,...,8x,)
Por la 22 etapa se tiene que h.€ £, y (54) implica que

61) h(t) > f@)—¢ (t € K),
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en tanto que (59) y (60) implicaran que
(62) h(t) < f(t)+¢ (te K).
Finalmente, (58) se deduce a partir de (61) y de (62).

El Teorema 7.32 no se cumple para algebras complejas. En el Ejercicio
21 se da un ejemplo de este hecho. Sin embargo, se cumple la conclusion del
teorema, aun para algebras complejas, si se impone una condicién suplemen-
taria a &, esto es, que sea aufo-adjunta. Esto significa que para toda f € &
su conjugada compleja f debe pertenecer también a of; f esta definida por

JSx) = f(x).

7.33 Teorema Supongamos gue & es un dlgebra auto-udjunta de fun-
ciones complejas co1tinuas en un corjunio compacto K, que o separa puntos
en K y no desaparece en ningun punto de K. La cerradurc uniforme & de s/
consta de todas las funciones complejas continuas en K. En otras palabras,
& es denso en €(K).

Demostraciou Sea o/, €l conjunto de todas las funciones reales en K
que perteneien a &,

Sife Ly f=u+ iv,conu, vreales; sera2u = f + f, y co-
mo & es auto-adjunta, vemos que # € & ;. Si X, # X,, existe f € A,
tal que f(x) = 1, f(x;) = 0; por tanto, 0 = u(x) # u(x) =1, lo
que demuestra que o/, separa puntos en K. Si x € K, entonces g(x)
# 0 para algiin g € &/, y hay un nimero complejo A, tal que A\g(x) >
0; sif = N\g,f = u + iv, se deduce que u(x) > 0; por tanto, &, no
desaparece en ningin punto de K.

Asi, pues, o/, satisface las hipotesis del Teorema 7.32. Se dedu-
ce que toda funcion real continua en K esta en la cerradura uniforme
de o/, por lo que estd en #. Si f es una funcidbn compleja continua
en K,f = u + iv,entonces u €¢ #,v € #,y, por tanto, f € &, lo
que completa la demostracion.

EJERCICIOS

1. Demostrar que toda sucesion uniformemente convergente de funciones acotadas,
es uniformemente acotada.

2. Si {f,} v lg,} convergen uniformemente en E, demostrar que {f, +g,} convergen
uniformemente en E. Si, ademas {f,}y ig,} son sucesiones de funciones acotadas,
demostrar que {f,g,} convergen uniformemente en E.

3. If,8,} no converja uniformemente en E (desde luego, {f,g,} deben converger
en E).

4. Considerar

® 1
fG)=%

n-ll+’n2x'
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¢Para qué valores de x converge la serie absolutamente? ;En qué intervalos deja
de converger uniformemente? ;Es f continua dondequiera que converja la serie?
(Es acotada f?

Sea
l x < 1
0 n+1)’
flx)= sen?— -—1— Sx<l
" -< x n+1 =)
0 (l <x)-
n

Demostrar que {f,} converge hacia una funcibn continua, pero no uniformemen-
te. Utilizar la serie Lf, para demostrar que la convergencia absoluta, aun para to-
do x, no implica convergencia uniforme.

Demosirar que la serie

0 x2 + n

2 (—=Dr—

n=1 n

converge uniformemente en todo intervalo acotado, pero no converge absoluta-
mente para cualquier valor de x.

Paran = 1, 2, 3,..., y x real, hacer

X

FO =1

Demostrar que {f,| converge uniformemente hacia una funcion f, y que la
ecuacion

)= .l.iflf n(x)

es eorrecta si x # 0, pero falsa si x = 0.
Si

_J0 (x<0),
It = <1 x> 0),

si {x,] es una sucesion de puntos distintos de (a,b), y si Xlc,| converge, de-
mostrar que la serie

Sf(x)= icnl(x —x) (@<x<b)

converge uniformemente, que f es continua para todo x # x,.
Sea {f,} una sucesion de funciones continuas que converge uniformemente hacia
una funcion f en un conjunto E. Demostrar que

jirg Salxa) = f(x)
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para toda sucesion de puntos x, € E tales que x, — x, y x € E. (Es cierto el
reciproco?

Si (x) representa la parte fraccionaria de un nimero real x (ver, para la defini-
cion, el Ejercicio 16, Cap. 4), considerar la funcion

fx)= :1 %—? (x real).

Hallar todas las discontinuidades de f, y demostrar que forman un conjunto den-
so numerable. Demostrar que f es, sin embargo, integrable segin Riemann en
todo intervalo acotado.

Suponer que {f,}, {g,] estan definidas en E, y

(a) Tf, tiene sumas parciales uniformemente acotadas.

(b) g, — 0 uniformemente en E.

(c) g,(x) = g(x) = g(x) = --- para todo x € E. Entonces, £f, g, converge uni-
formemente en E. Sugerencia: Comparar con el Teorema 3.42.

Supdngase que g y f(n = 1, 2, 3,...) estan definidas sobre (0, o), son in-
tegrables segin Riemann sobre [z, T] siempre que 0 < 7 < T < o, |f, | < g.f,
— f uniformemente sobre cada subconjunto compacto de [0, =], y que

j: 2(x) dx < .

Demostrar que

- -]

lim [ fi@dx=| o) ax.

= Jo 0

(Para las definiciones que se presentan, véanse los Ejercicios 7 y 8 del Cap. 6.)
Esta es una forma bastante débil del teorema de Lebesgue de la convergen-

cia dominada (Teorema 11.32). En el contexto de la integral de Riemann, puede

incluso reemplazarse la convergencia uniforme, por la convergencia puntual, si se

admite que f € . (Véanse los articulos de F. Cunningham en el Math. Mag.,

tomo 40, 1967, paginas 179 a 186, y H. Kestelman en la Amer. Math. Monthly, to-

mo 77, 1970, paginas 182 a la 187.)

Supongase que {f,} es una sucesion de funciones monétonas crecientes sobre R!,

con 0 < f,(x) < 1 para todo x y todo n.

(a) Demostrar que hay una funcion fy una sucesion {n, | tales que

f(x)= ,l‘im Ja(x)

para cada x € R!. (La existencia de tal sucesion puntualmente convergente se co-
noce cominmente como teorema de seleccion de Helly.)
(b) Si ademas, f es continua, demostrar que fn ~ f uniformemente sobre R!.
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14.

15.

16.

17.

Sugerencia: (i) Alguna subsucesion f,.} converge en todos los puntos ra-
cionales r, por ejemplo, hacia f(r). (ii) Definir f(x), para cualquier x ¢ R!, como
el sup f(r), en donde el sup se toma sobre todos los r < x. (iii) Mostrar que
J,i(x) — f(x) en cada x en el cual f es continua. (Es decir, donde la monotonia se
usa con mas rigor) (iv) Una subsucesion de {f,;} converge en cada punto de dis-
continuidad de f por que a lo mas hay un nimero numerable de tales puntos. Es-
to demuestra (a). Para demostrar (b) conviene modificar la demostracion de (iii)
apropiadamente.

Sea f una funcion real continua sobre R', que tiene las siguientes propiedades: 0
<= f(t)y =1, f(r + 2) = f(t)paracada t, y

0 O<i<dH

f(')={1 G<r<).

Si®(t) = (x(1), ¥(1)), donde

X =T 2@, A= 527G,

Demostrar que @ es continua y que ® mapea / = [0, 1] sobre el cuadrado unita-
rio I? < R2. En realidad se tiene que mostrar que ¢ mapea el conjunto de Can-
tor sobre /2.

Sugerencia: Cada (x,, y,) € I? tiene la forma

@ 0
xo=212"'az,.-1, Yo=2 27"azn
n=

n=1

en donde cada g, es 0 6 1. Si

@
to= ‘213 ~t=12a;)

mostrar que f(3%4) = q,, y por consiguiente, que x(#,) = x,, y(&) = Y.

(Este sencillo ejemplo de la llamada ‘‘curva que llena el espacio’ se debe a
I. J. Schoenberg, Bull. A.M.S., tomo 44, 1938, pagina 519.)
Supongase que f es una funcion real continua sobre R', f, (1) = f(nt) para n =
=1,2,3,..., y {f,} es equicontinua sobre [0, 1]. ;Qué puede decirse de f?
Supongase que {f, ] es una sucesion equicontinua de funciones sobre un conjunto
compacto K, y que |f,} converge puntualmente sobre K. Demostrar que f, ] con-
verge uniformemente sobre K.
Las nociones de convergencia uniforme y equicontinuidad se definen para ma-
peos en cualquier espacio métrico. Demostrar que los Teoremas 7.9 y 7.12 son
validos para mapeos en cualquier espacio métrico, y que los Teoremas 7.8 y 7.11
son validos para mapeos en cualquier espacio métrico completo. Y por ultimo,
demostrar que para funciones vectoriales, es decir, aplicaciones en cualquier R¥,
los Teoremas 7.10, 7.16, 7.17, 7.24 y 7.25 son validos.
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Sea {f,] una sucesion uniformemente acotada de funciones que son integrables se-
gin Riemann en [a,b] y hagamos

Fulx) = _[ fydt  (@<x<b).

Demostrar que existe una subsucesion F, | que converge uniformemente en [a b).
Sea K un espacio métrico compacto y S un subconjunto de €(K). Demostrar que
S es compacto (con respecto a la métrica que se definié en la Sec. 7.14) si, y solo
si S es uniformemente cerrado, acotado puntualmente y equicontinuo. (Si S no es
equicontinuo, entonces contiene una sucesion gque no tiene una subsuce-
sion eguicontinua, por consiguiente no tiene subsucesion que converja uniforme-
mente sobre K.)

Si f es continua en [0, 1] y si

1
J'f(x)x"dx=o (n=0,1,2,..),
aQ

entonces, f(x) = 0 en [0, 1]. Sugerencia: La integral del producto de f por cual-
quier polinomio es cero. Utilizar el teorema de Weierstrass para demostrar que

J: 20 dx=0.

Sea K el circulo unitario en el plano complejo (esto es, el conjunto de todos los z
con |z} = 1)y sea of el algebra de todas las funciones de la forma

N
f(e) =73 cee™ (0 real).
n=0
Entonces, & separa puntos en K y no desaparece en ningiin punto de K, pero sin

embargo hay funciones continuas en K que no estan en la cerradura uniforme de
. Sugerencia: Para cada f € o .

f " f(e“’)e“’ d0 _ 0’

y esto es también cierto para cada f en la cerradura de &.
Sea f € R («) sobre [a,b]. Demostrar que hay polinomios P, tales que

b
mf | f— Py|? do=0.

(Comparar esto con el Ejercicio 12 del Cap. 6.)
Hagase P, = 0, y paran = 0, 1, 2,..., definase

x2 — P3(x)

Py, 1(x) = Pu(x) + 3
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24.

25.

Demostrar que

lim P.(x)=|x|,

uniformemente en [— 1, 1].

(Esto hace posible demostrar el teorema de Stone-Weierstrass sin probar de
antemano el Teorema 7.26).

Sugerencia: Usar la identidad

%] = Pasi6) =[] —-P,.(x)][l _lxl +2P..(x)]

para demostrar que 0 < P,(x) = P,,,(x) =< |x]|si |x|] =1,y que

2
n+1

x n
¢l =P < 1 1 - 1) <
si |x] < 1.
Sea X un espacio métrico, con métrica d. Si se fija un puntoa € Xy se asigna a
cada p € X la funcion f, definida por

filx)=d(x,p)—d(x,a) (x€X).

Demostrar que |f,(x)| = d(a,p) para todo x € X, y que por lo tanto, f, €
F(X).

Demostrar después que

Wfo — fall = d(p, @)

para todo p,qg € X.

Si ®(p) = f, se deduce que ® es una isometria (una aplicacion o mapeo que .
preserva distancias) de X sobre ®(X) = € (X).

Sea Y la cerradura de ®(X) en € (X). Mostrar que Y es completo.

Conclusion: X es isométrico a un subconjunto denso de un espacio métrico
completo Y.
(Para una demostracion diferente de esto, véase el Ejercicio 24 del Cap. 3.)
Supongamos que ¢ es una funcidon real continua acotada en la banda definida
por0 <= x = 1; — ®» < y < o. Demostrar que el problema con valores
iniciales

Y=9¢xy, M0)=c

tiene una solucion. (Obsérvese que las hipotesis de este teorema de existencia son
menos restrictivas que las del correspondiente teorema de unicidad; ver el Ejerci-
cio 2, Cap. 5).

Sugerencia: Fijar n. Parai = 0,..., n, hacer x; = i/n. Sea f, una funcion
continua en [0, 1] tal que f,(0) = c,

f':(t)=¢(xhﬁl(xl)) Si X <t<xl+1,
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y hagamos

excepto en los puntos x;, donde A, (1) = 0. Sera

)=+ [ A0 + 801

Seleccibnese M < o de tal forma que |¢| = M. Verificar las afirmaciones que
siguen:

@ |f)) =M, |a,| =2M, 5, € &,y |f,| = lc|] + M = M,, digamos, sobre
[0, 1], para todo n.

(b) If,} es equicontinua sobre [0,1], debido a que |f,| = M.

(¢) Alguna [f,,kl converge hacia alguna f, uniformemente sobre [0, 1].

(d) Como ¢ es uniformemente continua sobre el rectangulo 0 < x < 1, |y| <
M,

&, [u(1)) > $(2, £(2))

uniformemente sobre [0, 1].
(e) A, (1) — 0 uniformemente sobre [0, 1], debido a que

An(t) = $(x1, fulx1)) — $(2, £u(£))

en (v,x,, ).
(/) Por consiguiente

f)=c +f (2, £(1)) dt.

Esta f es una solucion del problema planteado.

Demostrar un teorema de existencia analogo para el problema con valores
iniciales

y =®(x,y), y0)=c

en el cual ¢ € Rf, y ¢ R¥, y ® es un mapeo continuo acotado, de la parte de
R¥+1 definida por 0 < x < 1, y € Rf en R¥, (Compararlo con el Ejercicio 28 del
Cap. 5.) Sugerencia: Usar la version vectorial del Teorema 7.25.
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ALGUNAS FUNCIONES ESPECIALES

SERIES DE POTENCIAS

En esta seccion deduciremos algunas propiedades de las funciones que estan
representadas por series de potencias, es decir, funciones de la forma

0 S0 =3 cx

0, mas generalmente,
0
@ f6) = ¥ elx = .

Se les llama funciones analiticas.

Nos limitaremos a valores reales de x. En lugar de circulos de conver-
gencia (ver el Teorema 3.39) encontraremos, por tanto, intervalos de con-
vergencia.

Si (1) converge para todo x en (— R,R), para algin R > 0 (R puede -
ser + o), decimos que f esti desarrollada en serie de potencias en torno del
punto x = 0. De igual modo; si (2) converge para |x — a| < R, se dice que
f esta desarrollada en una serie de potencias en torno del punto x = a. Por
conveniencia tomaremos, a menudo @ = 0 sin pérdida de generalidad.
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8.1 Teorema Supongamos que la serie

3

converge para |x| < R, y definamos

C)

fe=Fax  (IxI<R).

Entonces, (3) converge uniformemente en [— R + ¢, R — ¢&], para cual-

quier ¢ prefijado. La funcion f es continua y diferenciable en (—~R,R), y

&)

0

f@) =Y n,x"t  (J]x <R).
1

e
Demostracion Sea ¢ > 0 dado. Paré |x| = R — g, tenemos
lenx"| < (R —8)"|;
y como
S, (R —6)"

converge absolutamente (toda serie de potencias converge absoluta-
mente en el interior de su intervalo de convergencia, por el criterio de
la raiz), el Teorema 7.10 demuestra la convergencia uniforme de (3)
en[-R + & R — ¢].

Como ¥ n — 1 cuando n — oo, tenemos

lim sup {‘/n|c,,| = lim sup \"/l-c,,Q[,

n—+w n-ow

de modo que las series (4) y (5) tienen el mismo intervalo de conver-
gencia.

Como (5) es una serie de potencias, converge uniformemente en
[-R + &, R — ¢] para todo ¢ > 0, y podemos aplicar el Teorema
7.17 (para series en lugar de sucesiones). Se deduce que (5) se cumple
si x| = R — e.

Pero, dado cualquier x tal que |x| < R, podemos hallar un ¢ >
0 tal que |x| < R — ¢, lo que demuestra que se cumple (5) para |x|
< R.

De la existencia de f’ se deduce la continuidad de f (Teorema
5.2).
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Corolario Con la hipoétesis del Teorema 8.1, f tiene derivadas de to-
dos los 6rdenes en (— R,R), que vienen dadas por

@

6) fOx) =Y nn—-1)(n—k+1c,x" "~

n=k
En particular,
(7) f(k)(O) = k!ck (k = 0’ 1, 2, v ')'

(Aqui S significa f, y f¥) es la derivada de orden k de f, para k = 1,
2,3,..)

Demostracién La ecuacion (6) se deduce aplicando el Teorema 8.1
sucesivamente a f,f’,f”,... Haciendo x = 0 en (6), obtenemos (7).

La férmula (7) es muy interesante. Demuestra, por un lado, que los coe-
ficientes del desarrollo en serie de potencias de f estan determinados por los
valores de f y de sus derivadas en un punto. Por otro lado, si estan dados
los coeficientes, los valores de las derivadas de f en el centro del intervalo de
convergencia se ven inmediatamente en la serie de potencias.

Obsérvese, sin embargo, que aunque una funcién f tenga derivadas de
todos los Ordenes, la serie Zc,x”, donde ¢, esta calculado segiin (7), no con-
verge necesariamente hacia f{x) para cualquier x # 0. En este caso, no
puede desarrollarse f en una serie de potencias en torno de x = 0. Porque te-
nemos que flx) = La,x", deberia ser

nla, = f™(0);
y, por tanto @, = c,. Un ejemplo de este caso, se dara en el Ejercicio 1.
Si la serie (3) converge en un extremo, por ejemplo x = R, f es conti-

nua no solo en (— R,R), sirro también en x = R, lo que se deduce del teore-
ma de Abel (para sencillez de notacion tomamos R = 1).

8.2 Teorema Supongamos que X.c, converge. Hagamos

=S eaxr (~1<x<D).

n=0

Sera

®) lim f(x) = Zoc,,.

x—1
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Demostracion Seas, = ¢ + - + ¢,; 5., = 0. Entonces

Cy X" = 'go(sn — S X" =(1 — x):‘;:s,,x" + S X™

i

n

Para |x| < I, hagamos m — o y obtendremos

9 f)=(1-x) Zos,, x".
n=
Supongamos s = lim s,. Sea ¢ > 0 dado. Elijamos N tal que
n—0
n > N implique
IS - snl < E

:.
Como
1- x);‘;ox" =1 (|x|j<D),
de (9) obtendremos
@ =si=|a =05 6 -0 sa =03 5= sllxl"+] s

six > 1 — §, para algin & > 0 convenientemente elegido, lo que
implica (8).

Como aplicacion, demostremos el Teorema 3.51, que dice: si Xa,, Lb,,
Tc,, convergen hacia A, B, C, y sic, = ab, +:*+ + a,b,, serd C = AB.
Sea v

f=3ax,  g)=The M= e,

para 0 = x < 1. Para x < 1, estas series convergen absolutamente y, por
tanto, pueden nultiplicarse de acuerdo con la Definicion 3.48; una vez reali-
zada la multiplicacion vemos que

(10) f(x) - g(x) = h(x) O<x<l).

Por el Teorema 8.2,

an ' fx)>4, gx)-B, h(x)-C
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cuando x — 1. Las ecuaciones (10) y (11) implican que AB = C.
Ahora necesitamos un teorema sobre la inversion del orden de la suma.

(Véanse Ej. 2y 3.)

8.3 Teorema Dada una doble sucesion la;}, i = 1,2,3,...,) =1, 2,
3,..., supongamos que

(12) Z laij]=bl' (i=1’ 2, 3:"‘)
j=1

y que b, converge. Entonces,

(13) > Z a; =) Z aij.

Demostracion Podriamos establecer (13) por un procedimiento di-
recto similar (aunque mas complicado) al utilizado en el Teorema
3.55. Sin embargo, el método siguiente parece mas interesante.

Sea E un conjunto numerable, constituido por los puntos x,, X,
X,..., ¥y supongamos que x, — X, cuando n — oo. Definamos

(14) e =Fay  G=123..)

as) fy=Ya,  Gn=1,23..),
i=1

a6) g0=3 /() (x<E).

Ahora (14) y (15) juntamente con (12), demuestran que toda f;
es continua en x,. Como |f(x)| < b, para x € E (16) converge uni-
formemente, de modo que g es continua en x, (Teorema 7.11). Se
deduce que

s

5 ay= 3 fixo) = glxo) = lim g(x,)

i i=1 n~ o

L}
-

0

~lim3 f(x)=lim 5 Ya,
1

n
n—+ow i=1 j=1

n—+oi=
n o - 0
=lim Y Ya;=) ) a,
n—ow j=1i=1 Jj=1i=1

8.4 Teorema Supongamos que
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convergiendo la serie en |x| < R. Si —R < a < R, f puede ser desarrolla-
da en serie de potencias alrededor del punto x = a, que converge en |x — a|
<R - lal,y

£ /7@

——@*-a"  (x-a|<R-|a]).

a7 f)=

=0

Esto es una generalizacion del Teorema 5.15 y se conoce también como
teorema de Taylor.

Demostracion Tenemos

o0

f®) =} clx—a)+al'

n

n

Cn m;o (:l) a "(x —a"
L& () e mom

que es el desarrollo alrededor del punto x = a buscado. Para de-
mostrar su validez, tenemos que justificar el cambio realizado en el
orden de la suma. El Teorema 8.3 demuestra que es permisible si

Cn (::1) a "(x—a™

converge. Pero (18) es lo mismo que

li
™s

]

I
Ms

it

m

( ! 8) n;O mz=0

(19 3l (1x = al + lal)"

y (19) converge si |x — a| + |a| < R.
Finalmente, la forma de los coeficientes de (17) se deduce de (7).

Se habra observado que (17) puede converger realmente en un
intervalo mayor que el dado por [x — a| < R — |a].

Si dos series de potencias convergen hacia la misma funcion en
(—R,R) (7) demuestra que las dos series deben ser idénticas, esto es,
deben tener los mismos coeficientes. Es interesante observar que
puede llegarse a la misma conclusion a partir de hipotesis mucho me-
nos restrictivas.

8.5 Teorema Supongamos que las series La,x" y Zb,x" convergen en el
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segmento S = (—R,R). Sea E el conjunto de todos los x € S, tales que

(20)

21

(22)

(23)

29

0 00
Y a,x"=Y b,x"
n=0 n=0
Si E tiene un punto limite en S, entonces a, = b, paran = 0, 1, 2;. ..

Por tanto, se cumple (20) para todo x € S.

Demostracion Hagamosc¢, = a, — b, y
fX)=Y c,x" (xe8).
n=0

Entonces f{x) = 0 sobre E.

Sea A el conjunto de todos los puntos limite de E en S, y supon-
gase que B consta de todos los demas puntos de S. Se ve claramente
de la definicion de ‘‘punto limite”> que B es abierto. Supongase tam-
bién que se puede demostrar que A es abierto. Entonces A y B son
conjuntos abiertos ajenos. Por esto, son separados (Definicion 2.45).
Como S = A U B, y S es conexo, uno de los 4 y B debe ser vacio. Por
hipotesis, A no es vacio. En consecuencia B es vacio, y A = S. Debi-
do a que fes continua en S, A < E. Entonces E = S, y (7) muestra
quec, = Oparan = 0, 1, 2,... que es la conclusion buscada.

Hemos demostrado, asi, que A es abierto. Si x, € A, el Teore-
ma 8.4 demuestra que

)= 3 dr=xoP (1% = %ol <R= |6}

Debera ser d, = 0 para todo n. De otro modo, sea k el menor
entero no negativo, tal que d, # 0. Entonces

[ =& =x)'gx)  (Ix=xo| <R— |x0]),
donde
80 =5 dun = x0)"
Como g es continua en x, y
&(xo) = d; #0,

existe un & > 0, tal que g(x) # 0si |x — x,| < 6. Se deduce de (23)
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que fix) # 0si0 < |x — x| < §. Pero esto contradice el hecho de
ser x, un punto limite de E.

Asi, pues, d, = 0 para todo n, de modo que flx) = 0 para todo
x para €l que se cumpla (22), esto es, en una vecindad de x,, lo que
prueba que A es abierto, y completa la demostracion.

LAS FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

Definiremos

25) E@) =

s

TN

o

El criterio de la raz6n demuestra que esta serie converge para todo nimero
complejo z. Aplicando el Teorema 3.50 a la multiplicacion de series absolu-
tamente convergentes, obtenemos

]

||M= iMS

wroo2 om ghynk

,7{=§ Zok'(n—k)'
] + n

£ () a- g

E(2)E(w) =

=[N

u[\/Js EMS

H

1
on! n=o n!

lo que nos da la importante formula de la adicion

(26) E(z +w) = E(2)E(w) (z, w complejas)
Una consecuencia es que,

27 E(2)E(-2)=E(z~z)=E0) =1 (z compleja)

lo que demuestra que E(z) # 0 para todo z. Por (25), E(x) > 0si x > 0;
por tanto (27) muestra que E(x) > 0 para todo x real. Por (25), E(x) — + o
cuando x — + oo; por lo que (27) muestra que E(x) — 0 cuando x — — o
a lo largo del eje real. Por (25), 0 < x < y implica que E(x) < E(y); por
(27) se deduce que E(— y) < E(— x), por lo cual E es estrictamente crecien-
te en todo el eje real.

La formula de la adicion demuestra también que

E(h)

(28) fim ZE+ R — E@) _ E(z) lim h' L E);

h=0 h

la altima igualdad se deduce directamente de (25).
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La iteracion de (26) da
(29) E(zl + 4+ zn) = E(zl) Tt E(Zn)'

Tomemos z, = -+ = z, = 1. Como E(1) = e, siendo e el nimero definido
en la Definicibn 3.30, obtenemos

30) | Em=¢" (n=1273..)
Si p = n/m, siendo n, m enteros positivos, sera
(€3] [E(P)]" = E(mp) = E(n) = €",
de modo que

(32) E(p) =¢€*f (p > 0, p racional).

De (27) se deduce que E(— p) = e~ si p es positivo y racional. Asi, pues, se
cumple (32) para todo nimero racional p.
En el Ejercicio 6, capitulo 1 planteamos la definicion

33) x” = sup x?,

donde el sup se toma sobre todo racional p, tal que p < y, para cualquier na-
mero real y, y x > 1. Si definimos, pues, para todo x real

34) " = sup ef (p < x, p racional)

las propiedades de monotonia y continuidad de E, junto con (32), de-
muestran que

(35) E(x) =¢*

para todo x real. La ecuacion (35) explica por qué a E se le llama funcion ex-
ponencial.

La notacion exp (x). se usa mas que la e*, especialmente cuando x es
una expresion complicada.

Se puede utilizar perfectamente (35) en lugar de (34) como definicion
de e*; (35) es un punto de partida mucho mas conveniente para el estudio de
las propiedades de e*. Veremos ahora que también puede sustituirse (33) por
una definiciobn mas conveniente [ver (43)].

Pasando, ahora, a la notacion habitual, e¥, en lugar de E(x), resumire-
mos lo que hemos demostrado hasta ahora.
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8.6 Teorema Supongamos e definida en R' por (35) y (25). Entonces
(@) e es continua y diferenciable para todo x;

(b) (e0) = ex:
(c) e es funcibn estrictamente creciente de x, y e > 0;
d) ey = eve
(e) e* — + oo cuando x — + o, e¥ — 0 cuando x — — oo,
(f) lim x"e—* = 0, para todo n.
x—+ o

Hemos demostrado ya de (@) a (e); (25) demuestra que

xn+1
x> — e
T

para x > 0, asi, que

n+ 1)!
x"e"‘<(————) s
x

y se deduce (f). El apariado (f) demuestra que e* tiende hacia + oo
«mas de prisa» que cualquier potencia de x, cuando x — + oo.

Como E es estrictamente creciente y diferenciable en F', tiene una fun-
cion inversa L que también es estrictamente creciente y diferenciable y cuyo

dominio de definicion es E(R'), esto es, el conjunto de todos los nameros
positivos. L esta definido por

(36) ELy)=y ©@>0),

0, de forma equivalente, por

37 L(E(x)) = x (x real).

Diferenciando (37), obtenemos (compérese con el Teorema 5.5)
L'(E(x)) - E(x)=1.

Haciendo y = E(x), nos da

1
(38) L'(y) =3 (r>0).

Tomando x = 0 en (37), vemos que L(1) = 0. Por tanto, (38) implica

(39) )= [ %

1 X
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Muy frecuentemente, se toma (39) como punto de partida de la teoria de los
logaritmos y de la funcibn exponencial. Haciendo u = E(x), v = E(),
(26) da

L(w) = L(E(x) - E()) = L(E(x + y)) = x + y,
de modo que
(40) L(uv) = L(u) + L(v) u>0,v>0).

Esto demuestra que L tiene la propiedad conocida que hace de los lo-
garitmos un instrumento de calculo. La notacion acostumbrada para L(x)
es, naturalmente, log x.

En cuanto al comportamiento de log x cuando x — + oo y cuando x

— 0, el Teorema 8.6(e) demuestra que

logx —» + si x = + 00,

logx - —c0 six—0.
Se ve faciimente que
41 x" = E(nL(x))

six > 0y n es un entero. De igual modo, si m es un entero positivo, tenemos
1/m 1
(42) x'm=F ;lL(x) ,

pues cada término de (42), elevado a la m*“ potencia, se convierte en el
correspondiente en (37). Combinando (41) y (42) obtenemos

43) x* = E(aL(x)) = e*1°8*

para todo nimero racional o.

Definiremos, ahora, x> para todo « real y todo x > 0, por (43). La
continuidad y monotonia de E y L demuestra que esta definicibn conduce al
mismo resultado que la dada anteriormente. Los resultados establecidos en
el Ejercicio 6 del capitulo 1 son consecuencias inmediatas de (43).

Si diferenciamos (43), por el Teorema 5.5, obtenemos

(44) (%) = E(aL(x)) - ; =oaxt 1,
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Obsérvese que hemos utilizado previamente (44) solo para valores enteros de
o, en cuyo caso se deduce (44) facilmente del Teorema 5.3(b). El de-
mostrarlo directamente a partir de la definicion de derivada, si x> esta defi-
nida por (33) y « es irracional, es muy engorroso.

La conocida formula de integracion para x* se deduce de (44)
sio # — 1, yde (38) sia = — 1. Demostraremos una nueva propiedad de
log x, a saber:

(45) lim x *logx=0

x=+ 0w

para todo o > 0. Esto es, log x — + o «mas lentamente» que cualquier
potencia positiva de x, cuando x — + oo.
Porquesi0 < ¢ < a, y x > 1, sera

X >4
x"“logx=x‘“J' t"dt<x“'J. t*~1dt
1 1

xe__ 1 xe—a
. <

=X

]

& &

de lo que se deduce (45). Para llegar a (45) podriamos haber utilizado, tam-
bién, el Teorema 8.6(f).

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Definamos
(46) C(x) = % [E(ix) + E(—ix)], S(x) = % [E(ix) — E(—ix)].

Demostraremos que C(x) y S(x) coinciden con las funciones cos x y sen x,
cuya definiciobn se basa generalmente en consideraciones geomeétricas. Por
(25), E(Z) = E(z). Por tanto, (46) demuestra que C(x) y S(x) son reales pa-
ra x real. También

47 , E(ix) = C(x) + iS(x).

Asi pues, C(x) y S(x) son las partes real e imaginaria, respectivamente de
E(ix), si x es real. Por (27)

| E(ix)|? = E(ix)E(ix) = E(ix)E(—~ix) = 1,
dé modo que

(48) | E(ix)| =1 (x real).
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De (46) podemos deducir que C(0) = 1; S(0) = 0 y (28) demuestra que
(49) C'(x) = —Sx), S'(x) = C(x).

Decimos que existen nameros positivos x para los cuales C(x) = 0. Su-
pongamos que no es cierto. Como C(0) = 1, se deduce que C(x) > 0 para
todo x > 0, por lo que S’(x) > 0, por (49) y S es estrictamente creciente; y
como S(0) = 0 tenemos que S(x) > 0 si x > 0. Por tanto, si 0 < x < y,
tenemos

(50) S -2 < [ "S(t)dt = Cx) — C(y) < 2.

La ultima desigualdad se deduce de (48) y (47). Como S(x) > 0, (50) no
puede ser cierta para y grande, y tenemos una contradiccion.

Sea x, el menor numero positivo tal que C(x,) = 0. Existe, pues el con-
junto de ceros de una funcion continua es cerrado, y C(0) # 0. Definiremos
el niimero 7 por

(51) T =2xq.
Entonces C(w/2) = 0, y (48) demuestra que S(x/2) = + 1. Como

C(x) > 0 en (0,%/2), S es creciente en (0,7/2); por lo cual S(x/2) = 1. Asi
pues,

y la formula de la adicion da

(52) E(ni) = —1, EQri)=1;
y de aqui
(53) E(z +2ni)=E(z) (z compleja).

8.7 Teorema

(@) La funcién E es periddica, con periodo 2i.

(b) Las funciones C y S son periédicas, con periodo 2r.

(c) Si0<t< + 2 E(t) # 1.

(d) Si z es un numero complejo con |z| = 1, hay un tnico t en
[0,27), tal que E(it) = z.

Demostracion Por (53), se cumple (@), y (b) se deduce de (@) y (46).
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Supongamos que 0 < ¢ < 7/2y E(it) = x + iy, con x,y reales.
De lo que hemos visto anteriormente se deduce que 0 < x < 1,0 < y
< 1. Obsérvese que

E(4it) = (x + ip)* = x* — 6x2y? + y* + dixy(x? — y?).

Si E(4it) es real, se deduce que x> — y* = 0; como x> + y* = |, por
(48), tenemos que x> = y? = 4, de donde E(4it) = — 1, lo que de-
muestra (c).

Si0 =t <t < 2rm, entonces de (¢) se tiene

E(ity)[E(it)] ™! = E(it, — ity) # 1,

Esto establece la unicidad de (d).

Para demostrar la existencia en (d), se fija z de tal manera que
|z| = 1, y se escribe z = x + iy, con x y y reales. Se supone ense-
guida que x = 0y y = 0. Sobre [0, 7/2], C decrece de 1 a 0. De aqui
que C(f) = x para algin ¢t € [0, #/2]. Como C* + §2 =1y S =0
sobre [0, w/2], se deduce que z = E(ir).

Six < 0yy = 0, entonces — iz satisface las condiciones ante-
riores. En consecuencia —iz = E(it) para algun ¢ ¢ [0, 7/2], y como
i = E(wi/2), se obtiene z = E(i(t + =/2)). Para finalizar, si y < 0,
los dos casos anteriores nos muestran que —z = E(it) para algin ¢ €

(0, w). Por tanto z = —E(it) = E(@i(t + =)).

Esto demuestra (d), y por ende el teorema.

De (d) y (48) se deduce que la curva y definida por

(54) y(t) = E(it) O<t<2n)

es una curva simple cerrada, cuyo rango es el circulo unidad en el plano. Co-
mo 7y'(t) = iE(it), la longitud de y es

[Tyl dt=2s,
0

por el Teorema 6.27. Este es, ciertamente, el resultado esperado para la cir-
cunferencia de un circulo de radio 1; y se ha demostrado que «, definido por
(51), tiene el significado geométrico usual.

Del mismo modo vemos que si ¢ crece de 0 a £, el punto y(¢) describe
un arco circular de longitud ¢,. Considerando el triangulo cuyos vértices son

z; =0, z; = (%), z3 = C(to)
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se ve que C(¢) y S(t) son realmente idénticas a cos ¢ y sen ¢, si las Gltimas es-
tan definidas del modo habitual, por las razones entre los lados de un trian-
gulo rectangulo.

Se recalca que hemos deducido las propiedades fundamentales de las
funciones trigonomeétricas, a partir de (46) y (25) sin recurrir nunca a la no-
cibn geométrica de angulo. Hay otros planteamientos no geomeétricos para
estas funciones. Los siguientes articulos estan relacionados con estos temas,
el de W. F. Eberlein (Amer. Math. Monthly, tomo 74, 1967, paginas 1223 a
1225) y el de G. B. Robinson (Math. Mag. tomo 41, 1968, paginas 66 a 70).

LA COMPLETITUD ALGEBRAICA DEL CAMPO COMPLEJO

Ahora estamos en disposicion de dar una demostracion sencilla de la pro-
piedad del campo complejo, de ser algebraicamente completo, es decir, que
todo polinomio no constante con coeficientes complejos tiene una raiz
compleja.

8.8 Teorema Supongamos que a,,..., a, son numeros complejos, n = 1;
a, +0;

P(z) =§ a, z~.
Entonces, P(z) = 0 para algun numero complejo z.
Demostracion  Sin pérdida de generalidad, hagamos ¢, = 1. Llamemos
(55) u = inf | P(2)| (z compleja).
Si |z] = R,
(56) |P(z)| 2 R[1 = |@y_y [R™* =+ = |ao| R7"].

El segundo miembro de (56) tiende a oo cuando R — oo. Por tanto,
existe R, tal que [P(z)| > usi |z| > R,. Como |P| es continua en el
disco cerrado con centro en 0 y radio R,, el Teorema 4.16 demuestra
que |P(z)| = p para algin g,.

Decimos que . = 0.

Si no lo es, hagamos Q(z) = P(z + %)/P(z). Q sera un poli-
nomio no constante, (0) = 1,y |Q(z)| = 1 para todo z. Hay un
menor entero, k, 1 < k < n tal que

57 0@)=1+bz+ - +b,2", b, #0.
Por el Teorema 8.7(d) hay un 6 real tal que

(58) e, = —|b,|.
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Sir >0yrt|b| <1, (58) implica
[1+ b rte™®| =1 —r¥|b,],
de modo que
| Q(re®)| < 1 — r*{|by| - rlbgss| =0 = r"—kan|}~
Para r suficientemente pequefio, la expresion entre llaves es positiva,
por lo que |Q(re®)| < 1, que es una contradiccion.

Por tanto, p = 0, esto es, P(g) = 0.

El Ejercicio 27 contiene un resultado mas general.

SERIES DE FOURIER

8.9 Definicion Un polinomio trigonométrico es una suma finita de la
forma

(59) f(x)=ay + Zv_ (a, cos nx + b, sennx) (x real),
n=1

donde q,,..., ay, b,,..., b, son nimeros complejos. Teniendo en cuenta las
identidades (46), también puede escribirse (59) en la forma

(60) f(x) = ﬁ c e (x real),
-N

que es mas conveniente en muchos casos. Es claro que todo polinomio trigo-
nomeétrico es periddico, con periodo 2.

Si #n es un entero no nulo, e” es la derivada de e /in, que tiene tam-
bién periodo 2x. Por tanto,

/ 1 = inx _ 1 (sin=0),
(61) Ef_,," dx‘{o in=+1, £2,..).

Multipliquemos (60) por e—", donde m es entero; si integramos el
producto, (61) demuestra que

(62) ¢, = 2—175- | _ f()e= ™ dx

para [m| <= N. Si {m| > N, la integral de (62) es 0.
La observacion siguiente puede deducirse de (60) y (62): El polinomio
trigonométrico f, dado por (60), es real siy solosic_, = ¢, paran = 0,..., N.
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De acuerdo con (60), definiremos como serie trigonométrica a la serie
de la forma

(63) i c,e™  (x real);

definida la suma parcial N-ésima de (63) como el segundo miembro de (60).

Si f es una funcion integrable en [— =,x], los nimeros ¢, definidos
por (62) para todo entero m se llaman coeficientes de Fourier de f, y la serie
(63), formada con estos coeficientes, es la serie de Fourier de f.

La pregunta principal que ahora se plantea, es si la serie de Fourier de
f converge hacia f o, mas general, si f estd determinada por su serie
de Fourier. Es decir, si conocemos los coeficientes de Fourier de una fun-
cion, jpodemos hallar la funcion?, y si es asi, ;como?

El estudio de tales series, y, en particular el problema de representar
una funcion dada por una serie trigonomeétrica, se origind en los problemas
de fisica, tales como la teoria de oscilaciones y la de la transmision del calor.
(«La Théorie analytique de la chaleur» de Fourier se publico en 1822.) Las
muchas dificultades y delicados problemas aparecidos durante este estudio
originaron una revision y reformulacion de toda la teoria de las funciones de
variable real. Entre muchos nombres famosos, los de Reimann, Cantor y
Lebesgue estan intimamente ligados con este tema, que en la actualidad, con
todas sus generalizaciones y ramificaciones, puede decirse que ocupa el pues-
to central de todo el analisis.

Vamos, ahora, a deducir algunos teoremas fundamentales que estan
facilmente a nuestro alcance con los métodos desarrollados en los capitulos
precedentes. Para un estudio mas profundo, la integral de Lebesgue es un
instrumento natural e indispensable.

Primeramente estudiaremos sistemas de funciones mas generales que
participan de propiedades apalogas a (61):

8.10 Definicion Sea {¢,} (n = 1, 2, 3,...) una sucesion de funciones
complejas en [a,b], tales que

(64) [ 400 dx =0 (n%m)

Entonces, se dice que {¢,} es un sistema ortogonal de funciones en [a,b]. Si,
ademas,

b
(65) [ e dx =1

para todo n, se dice que {¢,} es ortonormal u ortogonal y normalizada.
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Por ejemplo, las funciones (27) #e™ forman un sistema ortonormal en
[—7,7n], lo mismo que las funciones reales

CcOS X senx cos2x sen2x
\/ﬂ’ \/E’\/E’ NE: SN

Si {¢,} es ortonormal en [a,b] y si

(66) ¢ = j"f(t)md, (=123,

llamaremos a ¢, coeficiente n-ésimo de Fourier de f relativo a {¢,}. Escri-
biremos

67) F(x) ~ i e $u(%)

y llamaremos a esta serie, serie de Fourier de f (relativa a {¢,}).

Obsérvese que el simbolo ~ utilizado en (67) no implica nada sobre la
convergencia de la serie; sino que expresa solamente que los coeficientes
vienen dados por (66).

Los siguientes teoremas demuestran que las sumas parciales de la serie
de Fourier de f tienen una cierta propiedad minima. Admitiremos aqui, y en
lo que resta de capitulo, que f € £, aunque se puede hacer una hipotesis
mas amplia.

8.11 Teorema Sea {¢,} ortonormal en [a,b]. Sea

(68) 2(3) = 3. m bl

la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f, y supongamos que

(69) 1) = i:lym Sul).
Serd
b b
(70) [lr=sizacs [1r-nl2ax,

y la igualdad se cumple si, y solo si

(71) Vm = Crm m=1,...,n).
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Es decir, entre todas las funciones ¢, s, da la mejor aproximacion
cuadratica media de f.

Demostracién Sea | la integral en [g,b], ¥ la suma de 1 a n. Entonces,
[f1a=[FZ 5Bn =3 cuTm
por la definicion de {c,,},
j 2,1 =ft,.i,.=f2 Vm®m 2, Fubk = 2 | Vml?
puesto que {¢, } es ortonormal, y asi,
Jir=ul2 =112 = [ = [Jo+ [ 1017
= [ 11 = Z eulu— L ntm+ L u T
= U1 = lenl? + X 1w = cal?,

qué, evidentemente es minima si, y solosi y, = ¢,,.
Poniendo y,, = ¢, es este calculo, obtenemos
b 2 n 2 b
(2) [Nl dx =3 Jenl? < [ 1f00)" d,
a a
pues ||f — t,|* = 0.

8.12 Teorema Si {¢,} es ortonormal en [a,b), y si

f(X) ~ Zlcn ¢,,(X),
serd
o b
(73) 3 leal? < [ 1700)* dx.
En particular,
(74) lim ¢, = 0.

Demostracion Haciendo n — o en (72), obtenemos (73), llamada
«desigualdad de Bessel».

8.13 Serie Trigonomeétrica De ahora en adelante, se tratara solo con el sis-
tema trigonomeétrico. Considerando funciones f que tienen periodo 27 y son
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integrables sobre [—m,7] segin Riemann (y por esto son acotadas en ca-
da intervalo). La serie de Fourier de f es la (63) cuyos coeficientes ¢, se
calculan por medio de (62), y

N
(75) sn(x) = sy(f; x) = _ZN cp e

es la N-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f. La desigualdad (72)
toma ahora la forma

1 T N 1 T
76) an)_ @7 dx =% lel? <o [ 17012 dx.
Se introduce ahora el niicleo de Dirichlet

N N
(77) DN(x) =,,=2-: Nemx = sel:;]—-(:/_;.)ic .

que servira para obtener una expresion para S, que es mas facil de m..
jar que la (75). La primera de las igualdades en (77) es la definicion de
D, (x). La segunda se deduce si ambos lados de la identidad

(eix _ I)DN(X) = el‘(N+ Dx __ e—iNx

se multiplica por e—/2,
De (62) y (75), se tiene

N 1 ] . .
sw(f5x) = L 5[ e dr et
1 " L
—_— in(x—1) d
o IFLOD AR

de modo que

1 g7 1 o=
18)  swfi0 ==l fODyx-1t)dt==—{ flx—-1)Dy@)ar.
2nd . 2nd

La periodicidad de todas las funciones involucradas muestra que no importa
sobre que intervalo se integre, mientras su longitud sea 2x. Esto muestra que
las dos integrales de (78) son iguales.

Se probara solo un teorema sobre la convergencia puntual de las series
de Fourier.

8.14 Teorema Si para algin x, hay constantes 8 > 0 y M < oo tales que
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(79) [flx+ 1) —f(x)| < Mt
para todo t € (—6,8), entonces
(80) Igiin sy(f5 x) = f(x).

Demostracion Definase

(81) ey =TE DS

para 0 < |t] =< =, y hagase g(0) = 0. De la definicidn (77),
L (" Dy dx=1
3n ) Dae) dx =1,

De esto, (78) muestra que

sy(f3x) = f(x) = 217; f:[g(t) sen (N + %)t dt

1 = t | t
=5= f_n [g(t) cos 5] sen Nt dt + 3 f_” [g(t) Seni] cos Nt dt.
De (79) y (81) se ve que g(¢) cos (t/2) y g(t) sen (¢/2) son acotadas.
Entonces las Gltimas dos integrales tienden hacia 0 cuando N — oo,

por (74). Esto demuestra (80).

Corolario Si f(x) = 0 para todo x en algiin segmento J, entonces lim
sy(fix) = 0 para cada x € J.

He aqui otra formulacion de este corolario:
Si f(t) = g(t) para todo t en alguna vecindad de x, entonces

sy(f; x) — sy(g; x) =sy(f—g; x) =0 como N — o0,

Este se denomina comanmente teorema de localizacion. Muestra que el
comportamiento de la sucesion {s, (f;x)}, por lo que a convergencia se re-
fiere, depende solo de los valores de f en alguna vecindad de x (arbitra-
riamente pequefia). Entonces dos series de Fourier pueden tener el mismo
comportamiento en un intervalo, pero pueden comportarse de manera total-
mente diferente en otro intervalo. Aqui se tiene un contraste muy notorio
entre las series de Fourier y las de potencias (Teorema 8.5).

Se concluira esta seccion con otros dos teoremas de aproximacion.
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8.15 Teorema Si f es continua (con periodo 2w) y si ¢ > 0, entonces hay
un polinomio trigonométrico P tal que

|PG) —f(x)| < ¢
para todo real x.

Demostracion  Si se identifican x y x + 27, se puede considerar a las
funciones con periodo 27 sobre R' como funciones sobre el circulo
unitario 7 como el mapeo x — e, Los polinomios trigonométricos,
es decir, las funciones de la forma (60), forman un algebra autoad-
junta &, que separa puntos sobre T, y que no desaparece en ningGn
punto de 7. Como T es compacto, el Teorema 7.33 indica que &/ es
denso en € (7). Esto es lo que con exactitud asegura el teorema.

Una forma mas precisa de este teorema se presenta en el Ejercicio 15.

8.16 Teorema de Parseval Supdngase que fy g son funciones integrables
seguin Riemann y que tienen periodo 2, y ademads

(82) f@~ T ae™ )~ Y e
Entonces
1 n

®3) lim = [ 1709 = s(f: 9|2 dx =0,
(84) [ gD dx =3 o

P JU R
(85) [ @i dx =3 e

2rnd " &'

Demostracion Usemos la notacion
1/2

(56) = {52 [ 101 ds]

Dado ¢ > 0, como f € Z y f(x) = f(—), la construccidon que
se describi6 en el Ejercicio 12 del capitulo 6 proporciona una funcion
continua 27 con periodo 4 tal que

(87) I1f—Ai, <e.
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Del Teorema 8.15, se puede ver que hay un polinomio trigonométrico
P tal que |A(x) — P(x)| < ¢ para todo x. De aqui que ||h — P||,
< ¢&.-Si P es de grado N,, el Teorema 8.11 muestra que

(88) Ih— syl < |h—Pl;<e
Para todo N = N,. De (72), y con h — fen vez de f,
89 lsn(h) = sh(N2 = lisy(h =Nl S lh = flla <e.

Ahora, la desigualdad del triangulo (Ejercicio 11, Cap. 6) com-
binada con (87), (88) y (89), muestra que

(90) If=sx(MM2 <3 (N=N).

Esto demuestra (83). A continuacion,

1 n _ N 1 L 2 N
) = sNEdx =3 e 5[ g dx =3 i,

2nJ_,

y la desigualdad de Schwarz muestra que

©2) Uf?—fs:«(f)gl < [17~sxNlel < U[f_lezflg'z}l/z,

la cual tiende hacia 0, cuando N — oo, por (83). Comparando (91) y
(92) se obtiene (84). Finalmente, de (84) se ve que (85) es el caso espe-

cial g = f.

En el capitulo 11 se presenta una version mas general del Teorema
8.16.

LA FUNCION GAMMA

Esta funcion estad muy relacionada con los factoriales y aparece inesperada-
mente en el analisis. En el articulo de P. J. Davis (Amer. Math. Monthly,
tomo 66, 1959, paginas 849 a la 869), se describen muy bien el origen, la his-
toria y el desarrollo de esta funcion. Otra introduccion elemental bastante
buena, es el libro de Artin (que se cita en la Bibliografia).

La presentacion sera bastante condensada, y s6lo se haran algunos co-
mentarios después de cada teorema..Se puede considerar esta seccion como
un ejercicio bastante largo, y como oportunidad para aplicar algo del mate-
rial presentado hasta ahora.
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8.17 Definicion Para 0 < x < oo,
@

(93) I(x) = j £ let gy,
1]

La integral converge para estas x. (Cuando x < 1, tienen que observar-
se0y x.)

8.18 Teorema
(a) La ecuacién funcional
I'(x+1)=xI'x)
se cumple si 0 < x < oo,

(b) T'(n + 1) =n!paran =1,2,3,...
(c) log I es convexa sobre (0, o).

Demostracion Integrando por partes se demuestra (¢). Como I'(1)
= 1, por induccidn (@) implica (b). Sil < p < o y (1/p) + (1/q)
= 1, se aplica la desigualdad de Holder (Ejercicio 10, Cap. 6) a (93),
y se obtiene

*. Y 1 1/
r(p + q) < T(x)YPT(p)!a.

Esto es equivalente a (c¢).

Un descubrimiento sorprendente de Bohr y Mollerup es que estas tres
propiedades caracterizan completamente a T".

8.19 Teorema Si f es una funciéon positiva sobre (0, o) tal que

(@) fx + 1) = xf(x),

b f() =1,

(c¢) log f es convexa,
entonces f(x) = T'(x).

Demostracion Como T satisface (a), (b) y (c¢), es suficiente de-
mostrar que f(x) se determina de manera (nica por (a), (b), (c¢), para
todo x > 0. Por (a), basta con hacerlo para x € (0, 1).

Si se hace ¢ = log f. Entonces

(94) o(x + 1) = o(x) + log x (0 < x < o0),
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o(1) = 0, y ¢ es convexa. Supbdngase que 0 < x < 1, y n es un entero
positivo. De (94), ¢(n + 1) = log(n!). Considérese ahora el cociente
de diferencias de ¢ sobre los intervalos [p,n + 1], [n + 1, n + 1 +
+ x],[n + 1, n + 2]. Como ¢ es convexa,

nS(p(n+1+x)—<p(n+l)
x

log < log (n + 1).

La aplicacion repetida de (94) produce
on+1+x)=¢x) +logx(x+ 1) (x+n)l.

Entonces

nln* 1
0< — =-1.
< ¢(x) — log [x(x+1)"'(x+n)] < x log (1+n)

La altima expresion tiende hacia 0 cuando n — . De aqui que se de-
termine ¢(x), y esto completa la demostracion.

La relacion siguiente se obtiene por un producto

X

I nln
43) l(x)_.!l-.rgx(x+l)~-(x+n)

al menos cuando 0 < x < 1; de esto se puede deducir que (95) s cierta para
todo x > 0, ya que I'(x + 1) = xI'(x).

8.20 Teorema Six >0y y > 0, entonces

f =1 g - FOTQ)
(96) fot (1-1) 1dt_r(x+y).

Esta integral es la llamada funcion beta B(x,y).

Demostracion Notar que B(1,y) = 1/y, y que log B(x,y) es una
funcién convexa de la variable x, para cada y fijo, por la desigualdad
de Holder, de la misma forma que en el Teorema 8.18, y ademas,

X

B(x, y).
prarage (x, )

97 B(x+1,y)=
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Para demostrar (97), se efectiia una integracion por partes sobre
1 t x
B(x+1,y) =f (ﬁ) (1 =y 1ar.
o \1 —

Estas tres propiedades de B(x,y) muestran para cada y, que el Teore-
ma 8.19 se aplica a la funcién f definida por

T'(x+y)
()

En consecuencia, f(x) = I'(x).

f&x) = B(x, y).

B.21 Algunas consecuencias La sustitucion ¢ = sen?  convierte a (96) en,

/2 I'(x)I
(98) 27 (en)~* (cos 0" do = -f%};%
El caso especial x = y = 1 produce
99 r@) ==
La sustitucion ¢ = s? convierte a (93) en
(100) I'x)=2 f:szx‘l e ds  (0<x<o0)

El caso especial x = § produce

(101) J'w e~ ds = /1.

- 00

Por (99), la identidad

(102) I(x) = \/7: ()r(x—ﬂ)

se deduce directamente del Teorema 8.19.
8.22 Formula de Stirling Esta proporciona una expresion aproximada

sencilla para T'(x + 1) cuando x es grande (por consiguiente para n! cuando
n es grande). La formula es

. I'x+1)
(103) v (x/e)* \/2nx



210 PRINCIPIOS DE ANALISIS MATEMATICO

He aqui una demostracion. Haciendo ¢t = x(1 + u) en (93). Esto da
(104) T(x + 1) = x*+! e-xf [(1 + we™ T du.
-1

Se determina 4 (u) de manera que A(0) = 1y
u2
(105) (1 +w)e™ =exp [— 5 h(u)]
Si -1 < u < o, u # 0. Entonces
2
(106) h(u) = s [u — log (1 + w)].

Y se deduce que 4 es continua, y que A(u) decrece mondtonamente desde oo
hasta 0 conforme u crece desde —1 hasta oo.
La sustitucion u = s +/2/x convierte a (104) en

(107) 'x+1) =x"e"‘\/2~xfoo Y. (s) ds
en donde

_ fexp[—sh(s J2/01  (=x2 <5< ),
Vals) = {0 (s < —/x/2).

Notense las siguientes propiedades de ¥ . (s):

(@) Paracadas, ¥ (s) — e’ cuando x — oo,

(b) La convergencia en (@) es uniforme sobre [—A,A], para cada 4
< oo,

(c) Cuando s < 0, entonces 0 < Y (s) < e—*.

(d) Cuandos > 0yx > 1, entonces 0 < .(s) < y,(s).

@ & ¥i(s)ds < .

El teorema de convergencia que se establecid en el Ejercicio 12 del
capitulo 7, puede aplicarse a la integral (107), y muestra que ésta converge
hacia +/7 cuando x — oo, por (101). Esto demuestra (103).

En el libro ‘““Advanced Calculus’’ de R. C. Buck hay una versidn mas
detallada de esta demostracion (paginas 216 a 218.) Para otras demostra-
ciones completamente diferentes, véanse el articulo de W. Feller en el Amer.
Math. Monthly, tomo 74, 1967, pdginas 1223 a 1225 (con una correccion en
el tomo 75, 1968, pagina 518), y las paginas 20 a 24 del libro de Artin.
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El Ejercicio 20 da una demostracion simple de un resultado mas
sencillo.

EJERCICIOS
1. Definida

et (x#0),

f= ‘o (x=0).

Demostrar que f tiene derivadas de todos los drdenes en x = 0, y que f"(0) = 0,
paran = 1,2, 3,...
2. Sea a; el namero que ocupa la fila i y la columna j en el cuadro

—1 0 0 0
r -1 0 0o .-

1 ¥ —1 0
1 3 -1
tal que
0 ((R))
= —1 (i =j)s
2/t (i>)).
Probar que

;Zail:"—'z, Zzal,=0.
J J
3. Demostrar que

Z; iy = ; ; Qi

si @; = 0 para todo iy j (puede presentarse el caso + o = + o).
4. Demostrar las siguientes expresiones sobre limites:

@ im 2= g b >0
x=0 X

&) tim 8d+®_,
x=0 X

(<) Iim0 A+ x)*=e.

n=x©

(@) lim (1+f) _
n
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5. Encontrar los limites siguientes:

(@ lim e—(d+x”
x=0 p 4 )
: n 1/n __
®) Ll-l;T:c logn [ 1.
(© lim tan x — x

20 x(1 —cos x)’

(d hm x——senx.
x-0 tan x — x

6. Suponer f(xX)Ay) = f(x + y) para todo x y y reales.
(a) Admitiendo que f es diferenciable y no nula, probar que

f(x) = e~

siendo ¢ una constante.
(b) Demostrar lo mismo, suponiendo solamente que f es continua.

7. Si 0<x<g, probar que

2 senx

- —<1.
8. Paran =0,1,2,...,y xreal probar que

|sennx| <nlsenx]|.

Observese que esta desigualdad puede ser falsa para otros valores de n. Por
cjemplo,

|sengm| > }|senw|.
9. (a) Haciendo s, = 1 + (§) + -+ + (1/N) Demostrar que

llvim (sy — log N)

existe. (Este limite se representa cominmente por v, y se le llama constante de
Euler. Su valor numeérico es 0.5772..., y no se sabe si y es racional o no.)
(b) Aproximadamente, ;qué tan grande debe ser m para que N = 10" satisfaga
la desigualdad s,, > 100?
10. Demostrar que I 1/p diverge; la suma se efecta sobre todos los primos.

(Esto demuestra que los primos forman un subconjunto bastante substan-
cial de los enteros positivos.)

Sugerencia: Dado N, sean p,,..., p, los primos que dividen al menos a un
entero <N. Entonces
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i%sfl(u-’- l,+)

n=1 J=1 Py P;
x -1
103
=1 D,
k2
<exp)y —.
i=1p,

Esta ultima desigualdad se cumple porque
A—x)'<Le?*

si0 < x <%,

(Existen muchas demiostraciones de este resultado. Véanse, por ejemplo, el
articulo de I. Niven en la Amer. Math. Monthly, tomo 78, 1971, paginas 272 a
273, y el de R. Bellman en la Amer. Math. Monthly, tomo 50, 1943, paginas 318
a 319.)

Supobngase que f € # sobre [0, A] para todo A < oo, y f(x) — 1 cuando x —
+ oo, Demostrar que

©w

lim tJ. e~ *f(x)dx=1 (t>0).
t=0 0

Supbdngase que 0 < 6 < m, f(x) = 1si |x] =6, f(x) =0,516 < (x) <7, yflx
+ 27) = f(x) para todo x.

(a) Calcular los coeficientes de Fourier de f.

(b) Concluir que

il sen (nd) _ _‘"’_;_ ©<8<m.

(¢) A partir del teorema de Parseval, deducir que

® sen? (nd) -8
EE=T

(d) Hacer 6 — 0 y demostrar que
J-"° senx\*  w
lo \ x T2
(e) Poner en (¢) 6 = n/2. {Qué se obtiene?

Hacer f(x) = xsi 0 = x < 2x, y aplicar el teorema de Parseval para concluir
que

1 =?
D e

14. Sif(x) = (r — |x|)* sobre [—=,7], demuéstrese que

2 ) 4
f(x)=%+n§lpcosnx
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y dedazcase que

8

1

1 =
n? a

1 n 90°

Ms

17.2
W 6’

L}
-

(Un articulo reciente de E. L. Stark contiene muchas referencias sobre se-
ries de la forma £n—9, donde s es un entero positivo. Véase Math. Mag., tomo
47, 1974, paginas 197 a 202.)
15. Con D, como se definid en (77), y poniendo

" Du(x).

1
KN(x) = N+ l n=0

Demostrar que

1 ‘l—cos(N+l)x

K"(x)=N+l 1—cosx

y también que

(a) Ky=0,

b = [ Knydx=1,
27 J

(©) Kn(r) < —— - —2

N+1‘m SIO<8£|XIS1T

Si sy = sy(f; x) es la N-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f, con-
sidérese la media aritmética

o =So + 814+ Sy
N N+1

Demostrar que
oMfi 0 =oe | Sl DR dt

y por consiguiente probar el teorema de Fejér:
Si f es continua, con periodo 2w, entonces o\ (f; x) — f(x) uniformemente
sobre | —=,w]. Sugerencia: Usar las propiedades (a), (b), (¢) y procédase como
en el Teorema 7.26.
16. Demostrar la siguiente version puntual del teorema de Fejér:
Sife Ry flx+), f(x ~) existe para algin x, entonces

Jim ou(£; 20 = 4G +) + 1G]

17. Supéongase que f es acotada y monodtona sobre [—w,w], con coeficientes de
Fourier c,, como los dados en (62).

(a) Usar el Ejercicio 17 del capitulo 6 para demostrar que }nc,} es una sucesion
acotada.
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(b) Combinar (a) con el Ejercicio 16 y el Ejercicio 14(e) del capitulo 3 para po-
der concluir que

,'.il'l, sa(f; %) = Hf(x+) + f(x-)]

para cada x.
(¢) Supongase solo que f € & sobre [—m,7] y que f es mondtona en algin seg-
mento («,8) < [—w,7). Demostrar que la conclusion de (b) se cumple para todo

x € (o,0).
(Esta es una aplicacion del teorema de localizacion.)
Se define

f(x)=x®—sen?* x tan x

g(x) =2x* —sen? x — x tan x.
Para cada una de estas dos funciones, determinar si son positivas o negativas pa-
ra todo x € (0, w/2), o si cambian de signo. Demuestre su respuesta.

Supongase que f es una funcién continua sobre R!, f(x + 27) = f(x), Yy o/7 €5
irracional. Demostrar que

1 < f(x+na)=%f; F(t)di

lim
N~ N’|=1

para cada x. Sugerencia: Hacerlo primero para f(x) = e,
El calculo sencillo que se muestra a continuacion, proporciona una aproximacion
buena a la formula de Stirling.

Param = 1, 2, 3,..., se define

S =(m+1—-x)logm+ (x—m)log(m+1)
sim < x < m + 1, y se define también

x
g(x)——”-t—l—i-logm

sim — § < x < m + %. Dibujar las graficas de fy g. Notar que f(x) < logx <
g(x)six = 1yque

f: S(x)dx =log (n!) — ¢ logn > —i+Jjg(x) dx.

Integrar log x sobre {I, n]. Concluir que

g<log(n)—(n+Plogn+n<1

paran = 2,3, 4,.... (Nota: log JZr ~ 0.918....) Entonces

n!
et < CORY <e.

nje)'/n
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Sca

L,=ij (DOl dt (n=1,2,3,..).

27 J

Demostrar gue existe una constante C > 0 tal que
L,>Clogn (n=1,2,3,...),

o, dicho de manera mas precisa, que la sucesion
4
{Lu - ;‘; log n

¢s acotada.
Sicwesreal,y —1 < x < 1, demostrar ¢l teorema del binomio de Newton

W= 3 2emDlemnt]),,

Sugerencia: Representar el miembro derecho con f(x). Demostrar que la serie
converge. Demostrar después que

(1 + x)f"(x) = of (x)

y resolver esta ecuacion diferencial.,
Mostrar también que

si—l <x<lya >0.
Sea vy una curva cerrada continuamente diferenciable en ¢l plano complejo, con

un intervalo de parametros [¢,h], y admitase que y(¢) # 0 para cada 7 € [a,h].
Se define el indice de vy como

Ind()_—f ’;((:))

Demostrar que el ind (;) es siempre un entero.

Sugerencia: Existe ¢ sobre [a,b) con ¢’ = v'/v, ¢(a) = 0. En consecuen-
cia 7 exp(—¢) es constante. Ya que y(a) = vy(b), se deduce que exp «(b) = cxp
¢(a) = 1. Notar que ¢(b) = 27i ind (v).

Calcular ind (y) cuando v(f) = ", a = 0, b =

Explicar por qué ind (y) se denomina comanmente el niimero de arrolia-

miento de v alrededor de 0.
Sea y como en el Ejercicio 23, y supongase ademas que el rango de y no intersec-
ta el eje real negativo. Demostrar que ind (y) = 0. Sugerencia: Para0 < ¢ < o,
ind (y + ¢) es una funcion de ¢ continua valuada en los enteros. También, ind
(y + ¢) = 0 cuando ¢ — oo,
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Supéngase que vy, y v, son las curvas definidas como en el Ejemplo 23, y

Y1) =y < |[1:())] (@< e<b).

Demostrar que ind (y,) = Ind (v,).
Sugerencia: Hagase y = v,/v,, Enseguida |1 — y| < 1, de aqui que por el
Ejercicio 24, ind (y) = 0. También

Sea vy una curva cerrada en el plano complejo (no necesariamente diferenciable)
con un intervalo de parametros [0, 2x], tal que 4{r) # O para cada r ¢ [0, 27].

Elijase & > 0 de tal forma que |y(#)| > é para todo t € [0, 27]. Si P, y P,
son polinomios trigonométricos tales que |P;(1) — y(¢)! < /4 para todo 1 e [0,
27] (su existencia la asegura el Teorema 8.15), d :‘mestrar que

ind (P)) = Ind (Py)

aplicando el Ejercicio 25.

Definir este valor comin como ind (v).

Demostrar que las proposiciones de los Ejercicios 24 y 25 se cumplen sin
ninguna suposicion de diferenciabilidad.
Sea f una funcion compleja continua definida en el plano complejo. Supdngase
que hay un entero positivo n y un namero complejo ¢ # 0 tales que

|]im z (D) =c.

Demostrar que f(z) = 0 para al menos un niamero complejo 2.
Notese que esto es una generalizacion del Teorema 8.8.
Sugerencia: Admitase que f(z) # 0 para todo z, y definir

ye(#) = f(re")

si0) =r < 0,0 =t < 2x para demostrar que las siguientes proposiciones acer-
ca de las curvas v,, son ciertas:
(@) '!nd (vg) = O.
(b) Ind (y,) = n para todo r suficientemente grande.
(¢) Ind (v,) es una funcion de r continua, sobre [0, ).
[En (b) y (c), usar la altima parte del Ejercicio 26.)

Mostrar que (a), (b) y (¢) se contradicen, debido a que n > 0.
Sea D el disco unidad cerrado en el plano complejo. (Entonces z ¢ D si y solo si
|zl = 1.) Sea g una aplicacion continua de D en el circulo unidad 7. (Entonces,
1g(z)! = 1 paracada z € D.)

Demostrar que g(z) = —z para al menosun z € T.

Sugerencia: Para0 < r < 1,0 <t < 27, hacer

yt) =g(re"),
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y poner (1) = e~"y,(f). Si g(z) # — z paracada z € T, entonces {(t) # — 1
para cada r € [0, 2x]. De aqui que ((/;) = 0 por los Ejercicios 24 y 26. Se deduce
que ind (v,) = 1. Pero ind (yp) = 0. Obtener una contradiccidon, como en el
Ejercicio 27.
Demostrar que cada aplicacion continua f de D en D tiene un punto fijo en D.
Este es el teorema de punto fijo de Brouwer, para el caso de 2
dimensiones.)
Sugerencia: Suponer f(z) # z para cada z € D. Asociar a cada z € D el
punto g(z) € T que se localiza sobre el rayo que parte de f(z) y pasa por z. En-
tonces g mapea D en T,g(z) = zsiz € T, y g es continua, porque

2(i2) =z —s(2)[f(2) - z],

donde s(z) es la Gnica raiz no negativa de cierta ecuacidbn cuadratica cuyos coefi-
cientes son funciones continuas de fy z.

Aplicar el Ejercicio 28.

Mediante la formula de Stirling demostrar que

lim 22+ 9

x0  X°T(x) =1

para cada constante real c.
Para la demostracion del Teorema 7.26, comprobamos que

J.(l—x’)"dx> "

paran = 1,2, 3,.... Apoyandose en el Teorema 8.20 y Ejercicio 30, mostrar el
siguiente resultado mas preciso

-— ‘ —
lim V7 f (= x?) dx = V.
-1

n-
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

TRANSFORMACIONES LINEALES

Comenzamos este capitulo con un estudio de conjuntos de vectores en un zn-
espacio euclidiano R". Las propiedades algebraicas presentadas aqui, se ex-
tienden sin variacion a espacios de vectores de dimension finita sobre cual-
quier campo de escalares. Sin embargo, para nuestro objeto es totalmente
suficiente permanecer en el marco habitual proporcionado por los espacios
euclidianos.

9.1 Definiciones

(@) Un conjunto X < R es un espacio vectorial six + y € Xy cx
€ X para todo x € X, y € X, y para todo escalar c.
) Six,...,x € R"yc,..., ¢, son magnitudes escalares, al vec-
tor ¢x, + - + ¢x, se le llama combinacion lineal de x,, ..., x,. Si
S <« R’ ysiE es el conjunto de todas las combinaciones lineales de
clementos de S, diremos que S genera a E, o que E es el sistema
de generacores de S.

Se observara que todo sistema de generadores es un espacio
vectorial.
(c) Se dice que un conjunto constituido por los vectores x,,..., X,
(usaremos para tal conjunto la notacion {x,,..., X, }) es independiente
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(linealmente independiente), si la relacion ¢x;, + ** + ¢x, = 0
implica que ¢, = -+ = ¢, = 0. En otro caso, se dice que {x,..., X}
es dependliente (linealmente dependiente).

Obsérvese que ningan conjunto independiente contiene el vector
nulo.

(d) Si un espacio vectorial X contiene un conjunto independiente de
r vectores, pero no contiene un conjunto independiente de r + 1 vec-
tores, diremos que tiene dimensién r y escribiremos: dim X = r.

El conjunto constituido por 0 solamente, es un espacio vecto-
rial; su dimension es 0.

(e) De un subconjunto independiente de un espacio vectorial X que
genera a X, se dice que es una base de X.

Obsérvese que si B = {x,,..., X} es una base de X, todo x € X
tiene una representacion unica de la forma x = X¢x. Tal representa-
¢ion existe, pues B genera a X y es anica por ser B independiente. A
los nimeros ¢,..., ¢ se le llama coordenadas de x con respecto a la
base B.

El ejemplc mas conocido de bases, es el conjunto fe,,..., e,
siendo e, el vector en R” cuya coordenada j-ésima es 1 y cuyas otras
coordenadas son todas 0. Si x € R", x = (Xx;,..., X,), €entonces x =
= Lxe. Llamaremos a fe,,..., ¢,} la base canénica, estdandar o natu-
ral de R".

9.2 Teorema Sea r un entero positivo. Si un espacio vectorial X estd en-
gendrado por un conjunto r de vectores, dim X < r.

Demostracion Si no fuera cierto, existiria un espacio vectorial X que
contendria un conjunto independiente Q = ly,,..., ¥,.,} que estaria
engendrado por un conjunto S, de r vectores.

Supongamos que 0 < i < ry que se ha formado un conjunto S,
que genera a X y que consta de todos losy, con1 < j < /i mas una
cierta coleccion de r — i miembros de §,, por ejemplo x,,..., X ,.
(En otras palabras, S se obtiene de S, sustituyendo i de sus elementos
por elementos de Q, sin modificar el sistema de generadores.) Como
S, genera a X, y, ., pertenece al sistema de generadores de S;; por tan-
to, existen escalares a,,..., a,.,, b,,..., b_,, cona , = 1, tales que

T

i+1 r—i

Zalyj + Zbkxk =0.
j=1 k=1

Si todo b, fuese 0, la independencia de Q obligaria a todo a, a ser 0,
lo que es una contradiccion.-Se deduce que alglin x, € S; es una com-
binacion lineal de los otros elementos de 7, = S, U {y,,,}. Quitemos
este x, de 7, y llamemos S,,, al conjunto que queda. Entonces, S ., ge-
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nera el mismo conjunto que 7, es decir X, de modo que S, ,
las propiedades postuladas para S; con i + 1 en lugar de i.
Partiendo de S, construimos asi conjuntos §,,..., S,. El altimo
de éstos, consta de y,,..., ¥,, ¥ su construccibn demuestra que genera
a X. Pero Q es independiente; por tanto, y,,, no pertenece al sistema

de generadores de S,. Esta contradiccion demuestra el teorema.

tiene

Corolario dim R" = n.
Demostracion Como fle,..., e, genera R”, el teorema demuestra
que dim R" =< n. Como {e,,..., ¢, es independiente, dim R* = n.

9.3 Teorema Supongamos que X es un espacio vectorial, y que
dim X = n.

(@) Un conjunto E de n vectores en X genera a X si, y solo si E es

independiente.

(b) X tiene una base, y toda base consta de n vectores.

(c) Sitl =r=<nyly,..., Y} es un conjunto independiente en X,
éste tiene una base que contiene a ly,,..., Y,}.

Demostracion Supongamos que E = {x,,..., X,}. Como dim X = n,
el conjunto {x,,..., X,,¥] es dependiente, para todoy € X. Si E es in-

dependiente, se sigue que y pertenece al sistema de generadores de E,
por lo que E genera a X. Inversamente, si E es dependiente, se puede
suprimir uno de sus elementos sin cambiar el sistema de generadores
de E. Por tanto, E no puede engendrar a X, por el Teorema 9.2, lo
que demuestra (a).

Como dim X = n, X contiene un conjunto independiente de »n
vectores, y () muestra que dicho conjunto es una base de X; ahora,
de 9.1(d) y 9.2 se deduce (b).

Para demostrar (c), sea |x,,..., x,} una base de X. El conjunto

S={Y1,-~-,y,,xl,...,xn}

genera X y es dependiente, pues contiene mas de n vectores. El argu-
mento utilizado en la demostracion del Teorema 9.2 muestra que una
de las x es una combinacion lineal de los otros elementos de S. Si
suprimimos este x de S, el conjunto que queda sigue engendrando a
X. Este proceso puede repetirse r veces y conduce a una base de X
que contiene a ly,,..., Y.}, por (a).

9.4 Definiciones Se dice que una aplicacion 4 de un espacio vectorial X
en un espacio vectorial Y es una transformacién lineal si
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A(Xxy + X,) = AX( + AX,, A(cx) = cAx

para todo x, x,, X, € X y todo escalar ¢. Notese que, a menudo, se escribe
Ax en lugar de A(x), si A es lineal.

Se observara que A0 = 0, si 4 es lineal. Obsérvese también que una
transformacion lineal A de X en Y se determina completamente por medio
de su accion sobre cualquier base: si {x,,..., X,} es una base de X, entonces
cada x € X tiene una representacion Gnica de la forma

y la linealidad de A nos permite calcular Ax a partir de los vectores Ax,,...,
Ax, y las coordenadas c,..., ¢, por medio de la formula

Ax =Zc,~Axi.
i=1

A las transformaciones lineales de X en X se les llama frecuentemente
operadores lineales en X. Si A es un operador lineal en X tal que: (i) es uno-
a-uno, y (ii) aplica X sobre X, decimos que A es invertible. En este caso, po-
demos definir un operador 4—' en X con la condicibn de ser A—!(4Ax) = x
para todo x € X. Es trivial comprobar que entonces se tiene también
A(A—'x) = x, para todo x € X y que A—! es lineal.

Una propiedad importante referente a los operadores lineales en espa-
cios vectoriales de dimension finita, es que cada una de las condiciones ante-
riores (i) e (ii) implica la otra.

9.5 Teorema Un operador lineal A en un espacio vectorial X de dimen-
sién finita, es uno-a-uno si y solo si el rango de de A es todo X.

Demostracion  Sea {x,..., X,} una base de X. La linealidad de 4 de-
muestra que su rango #(A) es el sistema de generadores del conjunto
Q = {Ax,,..., Ax,}. Por tanto, del Teorema 9.3(a) deducimos que
R(A) = X si, y solo si Q es independiente. Tenemos que demostrar
que esto sucede si, y solo si A es uno-a-uno.

Supongamos que A es uno-a-uno y XcAx, = 0. Entonces,
A(Zcx) = 0, por loque X¢cx, = 0y, portanto¢g = - =¢, =0,
llegando a la conclusion de que Q es independiente.

Inversamente, supongamos que Q es independiente y A (ZXcx;)
= 0. Entonces, ZcAx, = 0, por loque ¢, = --- = ¢, = 0y deduci-
mos que Ax = 0 solo si x = 0. Si, ahora, Ax = Aysera A (x — y) =
= Ax — Ay = 0, de forma que x — y = 0, lo que nos dice que A es
uno-a-uno.



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 223

9.6 Definiciones

(@) Sea L(X,Y) el conjunto de todas las transformaciones lineales
del espacio vectorial X en el espacio vectorial Y. En lugar de L(X,X)
escribiremos, simplemente, L(X). Si 4,, A, € L(Y,X) ¥ ¢, ¢, son es-
calares, definiremos qA4, + ¢ A, por

(1A, + c A))X = ¢ A;X + ¢ AX xe X).

Es claro, entonces, que ¢4, + A, € L(X,Y).
(b) Si X, Y, Z son espacios vectoriales, si 4 € L(X,Y) y B €
L(Y,Z) definiremos su vroducto BA como la composicién de A y B:

(BA)x = B(4x)  (xe X).

Entonces, BA € L(X,Z).

Obsérvese que BA no es necesariamente igual a 4B, incluso
cuando X = Y = Z.
(¢) Para A € L(R",R™), definiremos la norma |A| de A como el
sup de todo; los nameros |Ax|, donde x tiene como rango todos los
vectores R” con x| = 1.

|4x| < 4]l [x]

se cumple para todo x € R". Ademas, si \ es tal que |Ax| =< \|x]
para todo x € R”, entonces |A| < \.

9.7 Teorema
(@) Si A € L(R",R™), entonces |A| < o y A es una aplicacién
uniformemente continua de R" en R™.
(b) SiA, Be L(R", R™) y c es un escalar, serd
4+ Bl <4l +Bl, ledll = |c| 4]

Con la distancia entre A y B definida por |A — B|, L(R",
R™) es un espacio métrico.
(¢) SiA e L(R", R")y B € L(R", R*), entonces

I BA| < | Bl I|4].
Demostracion

(@) Sea {e,..., e} la base natural en R" y supongamos que X =
= Xce, |x| < 1, de modo que |¢| <1 parai = 1,..., n. Sera:
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[Ax]| =|Y c;Ae;| <Y |c;| |de;| <Y | Ae]

de forma que
4] < ¥ | de,| < 0.

Como |Ax — Ay| = |A| |x — y| si X, y € R", vemos que A es
uniformemente continua.
(b) La desigualdad de (b) se deduce de

|(4 + B)x| = | 4x + Bx| < |Ax| + | Bx| < (| 4] + [ B) |x].
Del mismo modo se demuestra la segunda parte de (b). Si
A, B, Ce L(R", R"),
tenemos la desigualdad del triangulo
[A-=Cl=lA4-B+B-0O)l<|4-B|+|B-Cl,
y se comprueba facilmente que |4 — B| tiene las restantes pro-

piedades de una meétrica. (Definicion 2.15).
(¢) Finalmente, (c) se deduce de

[(BAx| = |B(4Ax)| < | Bl [4x| < [|B] 4]l |x].

Como ahora tenemos métricas en los espacios L(R”, R"), los concep-
tos de conjunto abierto, continuidad, etc. Tienen sentido para estos espa-
cios. El proximo teorema utiliza estos conceptos.

9.8 Teorema Sea Q el conjunto de todos los operadores lineales invertibles
en R".

(@) SiAeQ Be LR,y
1B—Al- 47 <1,

entonces B ¢ Q.
(b) Q es un subconjunto abierto de L(R"), y la aplicacion A — A~}
es continua en (.

(Ademas, es evidente, una aplicacion 1-1 de Q sobre si mismo,
(ue €s su propio inverso.)
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Demostracion

(@) Poniendo |A—!| = 1/a, y |B — A| = B. Entonces § <
«. Para cada x € R",

a|x| =a| A7 AX| < |47 - | Ax|
= |Ax| < [(4 = B)x| + | Bx| < B|x| + | Bx|,

asi que

(n (@ — B)|x| < | Bx| (x e R".

Comoa — B > 0, (1) muestra que Bx # 0si x # 0. De esto se
tiene que B es 1-1. Del Teorema 9.5, B € Q. Esto se cumple para todo
B con |B — A| < «. Entonces se tiene (a) y el hecho de que Q es
abierto.

(b) Ahora, se reemplaza x por B-'y en (1). La desigualdad resultante
2) (@—PB)|B7'y| < |BB7'y|=|y] (veR)
muestra que |B—'| =< (o — B)~'. La identidad
B '—A'=B'4-B)A4A7!,
combinada con el Teorema 9.7(c), implica por tanto que

ﬁ .
a( =)

Esto establece la afirmacion de continuidad que se hizo en (b), debido
aque 3 — 0cuando B — A.

1B™" — A7 < |B7) |4 - B|l |47"]| <

9.9 Matrices Supongamos que iXx;,..., X,1y ly,,..., ¥, ] son bases de espa-
cios vectoriales X, Y, respectivamente. Cada A ¢ L(X,Y) determinara un
conjunto de nameros g, tales que

3) Ax; =) a;;y; (I<j<n).
i1

Es conveniente colocar estos nameros en un cuadro de m filas y n columnas,
llamado matriz m por .
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Se observara que las coordenadas a; del vector Ax; (con respecto a la base
{y;,..., ¥,,} aparecen en la columna j-ésima de [4]. A los vectores Ax; se les
llama a veces vectores columna de [A]. Con esta terminologia, e/ rango de A
estd engendrado por los vectores columna de [A].

Si x = Z¢x, la linealidad de A4, combinada con(3) muestra que

m n
) Ax =Y (Za,-jcj) y;.
i=1 \j=1

Asi pues, las coordenadas de Ax son ¥ g,c. Notese que en (3) la sumacion
se extiende sobre el primer subindice de a;; cuando calculamos las coordena-
das, sumamos respecto al segundo.

Supongamos ahora, que se da una matriz m por n, con términos reales
a;. Si, entonces, A esta definido por (4), es evidente que A € L(X,Y) y que
[A] es la matriz dada. Asi, hay una correspondencia natural 1-1 entre
L(X,Y) y el conjunto de todas las matrices reales m por n. Sin embargo, re-
calcamos que [4] depende no solo de 4 sino también de la eleccion de bases
en xy Y. El mismo A puede dar origen a muchas matrices diferentes si cam-
biamos las bases, y viceversa. No llevaremos mas adelante esta observacion,
pues habitualmente trabajaremos con bases fijas. (En 9.37 se pueden en-
contrar algunas observaciones sobre este tema.)

Si Z es un tercer espacio vectorial, con base {z,..., z,}, si A esta dada
por (3) y si

Byi=§bkizk, (BA)XJ =kzckak,
entonces A € L(X,Y), B € L(Y,Z), BA € L(X,Z), y como
B(Ax;) =B Z a;;y: = Z a;; By,
= Z a;; Z bz, = z (2 bkiaij) Z,
k E\T
la independencia de (z,..., z,} implica que
(5) Ckl=2bk‘a,j (lSkSp,lSan).

Esto muestra el modo de calcular la matriz p por n [BA] a partir de [B] y
[4]. Si definimos el producto [B][A] como [BA], entonces (5) describe la
regla normal de multiplicacion de matrices.

Finalmente, supongamos que {X,,..., X,} ¥ {¥,,..., ¥,,} son bases estan-
dar de R" y R™, y A esta dado por (4). La desigualdad de Schwarz muestra
que

|4x|2 =3 (Z ai,-cj)z < ; (Z aj Y cf) =;ja‘-2j|x|2.

i J J J
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Asi, pues,
6) . 4l < {Z af,}"z.
iJ

Si aplicamos (6) a B — A en lugar de A, donde A, B € L(R", R"), ve-
mos que si los elementos de la matriz g, son funciones continuas de un para-
metro, esto mismo es cierto para A. Mas preciso:

Si S es un espacio métrico, si a,,,..., a,, Son funciones continuas reales
enS, ysiparacadap € S, A, es la transformacién lineal de R" en R", cuya
matriz tiene términos a;(p), entonces la aplicacién p — A, es una aplicacion
continua de S en L(R", R").

DIFERENCIACION

9.10 Preliminares Con el fin de obtener una definicion de la derivada de
una funcién cuyo dominio es R” (o un subconjunto abierto de R"), volva-
mos al caso conocido n = 1, y veamos cOmo interpretar la derivada en este
caso, de tal manera que el resultado pueda ampliarse de manera natural
cuandon > 1.

Si f es una funcibn real con dominio (a,b) = R' ysi x € (a,b), enton-
ces f’(x) se define cominmente como el numero real

lim f(x+h) —f(x),
B0 h

)

por supuesto, siempre que este limite exista. Por lo que

® f&x+h) —f(x) =f () +r(h)
donde el “‘residuo’’ r(h) es pequefio, entendiéndose por esto que

©) im"® o,
w0 h

Notese que (8) expresa la diferencia f(x + A) — f(x) como la suma de
la funcién lineal que lleva h a f’(x)h, mas un pequeifio residuo.

Puede considerarse por tanto, que la derivada de f en x no es un nime-
ro real, sino un operador lineal sobre R! que lleva a & a f'(x)h.

[Obsérvese que cada namero real o da lugar a un operador lineal sobre
R'; el operador en cuestion es sencillamente la multiplicacign por «. De ma-
nera inversa, toda funcion lineal que lleva R' en R' es la multiplicacion por
algiin namero real. Esta correspondencia 1-1 natural entre R' y L(R') es la
que motiva las proposiciones anteriores.]
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Considérese ahora una funcion f que mapea (a,b) = R' en R". En es-
te caso, f'(x) se definid como el vector y € R" (si existe uno) para el cual

(10) lim {

k—O

fx+h)—1(x) ) _
ELELCHNIN

Esto puede volverse a escribir en la forma
(11) f(x + h) — £(x) = hy + r(h),

en donde r(h)/h — 0 cuando 2 — 0. El término principal en el miembro de-
recho de (11) es, otra vez, una funcion lineal de h. Cada y € R” induce una
transformacion lineal de R' en R", asociando a cada 2 € R' el vector hy €
R . Esta identificacion de R con L(R', R"™) permite considerar a f’(x) co-
mo un miembro de L(R', R™).

Entonces, si f es un mapeo diferenciable de (¢,b) < R' en R”, y si x
€ (a,b), entonces f(x) es una transformacion lineal de R' en R que satisface

lim f(x+h)—1(x) - 1'(0h _

12 0,
(12) lim A
o de manera equivalente,
(13) lim |f(x + k) — £(x) — £'(x)A| —o.
h=0 4|

Podemos ahora considerar el caso n > 1.

9.11 Definicibn Supongamos que E es un conjunto abierto en R”, que f
mapea E en R, y x € E. Si existe una transformacion lineal 4 de R” en R,
tal que

. oo 1100+ 1) — 160 — Ab] _
b0 |h|

0,

decimos que f es diferenciable en x, y escribimos
(15) f'(x) = A.

Si f es diferenciable en todo x € E decimos que es diferenciable en E.

En (14) se sobreentiende, naturalmente, que h € R”; si |h| es suficien-
temente pequeiio, entonces X + h € E, pues, E es abierto. Asi, pues, f(x +
+ h) esta definida, f(x + h) € R, ycomo A € L(R", R™), Ah € R". Asi,

f(x +h) — f(x) — 4h e R™.
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La norma del numerador de (5) es la de R"; en el denominador, tenemos la
norma —R" de h.

Hay un problema obvio de unicidad que tiene que establecerse antes de
seguir adelante.

9.12 Teorema Supongamos que E y f son como en la Definicion 9.11, x
€ E, y se cumple (14) con A = A, y con A = A,, Entonces, A, = A,.

Demostracion Si B = A, — A,, la desigualdad
|Bh| < [f(x + h) — f(x) — 4;h] + |[f(x + h) — f(x) — 4, h|

muestra que |Bh|/|h| — 0 cuando h — 0. Para h # 0 fijado, se de-
duce que

| B(th) N

(16) [th]

0 cuando t-0.

La linealidad de B demuestra que el primer miembro de (10) es inde-
pendiente de ¢. Asi, pues, Bh = 0 para todo h € R", de donde se
deduce que B = 0.

9.13 Observaciones
(@) La relacion (14) puede escribirse nuevamente en la forma
(17) f(x + h) — f(x) =f'(x)h + r(h)

donde el residuo r(h) es pequefio, en el sentido que

(18) fim T®L _

0.
n-o |h|

Podemos interpretar (17) diciendo como en la seccion 9.10, que para
x fijado y h pequeiio,

f(x +h)—f(x)

es, aproximadamente, igual a f’(x)h, esto es, al valor de una funcion
lineal aplicada a h.

(b) Supongamos que f y E son como en la Definicion 9.11, y que f
es diferenciable en E. Para cada x € E, f’(x) es una funcion, esto es,
una transformacion lineal de R” en R™. Pero f’ es también una fun-
cion: aplica E en L(R", R™).
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(¢) Una ojeada a (17) muestra que f es continua en todo punto, en
el cual es diferenciable.

(d) La derivada definida por (14) o por (17) se llama frecuentemente
derivada total de f en x o diferencial de f en x, para distinguirlas de
las derivadas parciales que posteriormente se presentaran.

9.14 Ejemplo Se han definido las derivadas de funciones que llevan R” a
R"™ como transformaciones lineales de R” en R”. ;Qué es la derivada de
dicha transformacion lineal? La respuesta es muy sencilla.

SiA e L(R", R") y si x € R", entonces
19) A'(x) = A.

Notese que X aparece en el miembro izquierdo de (19), pero no en el
derecho. Los dos lados de (19) son miembros de L(R", R"), puesto que 4

€ R™, '
La demostracion de (19) es trivial, ya que

(20) A(x + h) — Ax = Ah,

por la linealidad de A. Haciendo f(x) = Ax, el numerador en (14) es por es-
to 0, para cada h € R". En (17) r(th) = 0.

Ahora se ampliara la regla de la cadena (Teorema 5.5), para la si-
tuacion presente.

9.15 Teorema Supongamos que E es un conjunto abierto en R", f mapea
E en R™, { es diferenciable en x, € E, g mapea un conjunto abierto que con-

tiene,a f(E) en R*, y g es diferenciable en f(x,). El mapeo F de E en R* defi-
nido por

F(x) = g(f(x))
es diferenciable en x,, y
21 F'(x0) = g'(f(xo))f '(Xo)-

En el segundo miembro de (21), tenemos el producto de dos transfor-
maciones lineales, definido en 9.6.

Demostracion Pongamos y, = f(x,); 4 = f'(x); B = g'(y,), y de-
finamos
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u(h) =f(x, + h) — f(xo) — 4h,
v(k) = g(yo + k) — 8(yo) — Bk,

para todo h € R” y k € R" para los cuales f(x, + h) y g(y, + k) es-
tan definidas. Entonces

(22) lu)| =e@)|h],  [v(K)| =nk)|k]|,

donde &(h) — 0 cuando h — 0y n(k) — 0 cuando k — 0.
Dado h, se pone k = f(x, + h) — f(x,). Entonces

(23) |k| = | 4h + u(b)| < [[| 4] + e()] |h],
y .
F(xo + h) — F(x,) — B4h = g(y, + k) — g(yo) — B4h
= B(k — Ah) + v(k)
= Bu(h) + v(k).

En consecuencia (22) y (23) implican, para h # 0, que

|F(x, + h) — F(xo) — BAh|

Th] < || Bl &) + [Il 4]l + &(b)]In(k).

Sea h — 0. Entonces g(h) — 0. También k — 0, por (23), asi
que n(k) — 0. Se deduce que F(x,) = BA, que es lo que asegura (21).

9.16 Derivadas parciales Considérese otra vez una funcion f que mapea
un conjunto abierto £ < R” en R”. Sean [e,,..., ¢,} ¥ {u,,..., u,} las bases
estandar de R" y R”. Las componentes de f son las funciones reales f,,...,
[, definidas como

24 () = Y. fiow  (xe B),

o de manera equivalente, por f,(x) =f(x) ‘u;, 1 <i<m.

Para xe E, 1 <i<m,1<j<n, se define

(25) (D;f)(x) = lim filx + tetj) —fix) ,
10

siempre que el limite exista. Escribiendo f,(x,..., x,) en lugar de f/(x), se ve
que D,f; es la derivada de f con respecto a x;, conservando las otras va-
riables fijas. La notacion
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26) o

0x;

se usa con frecuencia en lugar de D,f, y a D,f se le llama una derivada
parcial.

En muchos casos, cuando se trata con funciones de una variable en
donde la exisiencia de la derivada es suficiente, la continuidad, o al menos,
la acotabilidad de las derivadas parciales es necesaria para funciones de va-
rias variables. Por ejemplo las funciones fy g que se describieron en el Ejer-
cicio 7 del capitulo 4, no son continuas, aunque sus derivadas parciales existen
en cada punto de R2. Incluso para funciones continuas, la existencia de
todas las derivadas parciales no implica la diferenciabilidad segin la Defini-
cion 9.11; véanse los Ejercicios 6 y 14, y el Teorema 9.21.

No obstante, si se sabe que f es diferenciable en un punto x, entonces
sus derivadas parciales existen en x y determinan la transformacion lineal
f’(x) completamente:

9.17 Teorema Supongase que f mapea un conjunto abierto E < R en
R", y que f es diferenciable en un punto x € E. Entonces las derivadas par-
ciales (D f))(X) existen, y

@n £'(x)e; =i§1w,fo(x)ui 1 <j<n).

Aqui, como en la seccion 9.16, fe,,..., ¢}y {u,..., u,} son las bases
estandar de R" y R,

Demostraciéon Con j fijo, y debido a que f es diferenciable en x,
f(x + te;) ~ f(x) =1'(x)(te;) + r(te;)

en donde |r(te))|/t — 0 cuando ¢ — 0. Por tanto, la linealidad de f(x)
muestra que

lim f(x + re;) — (%)

(28) =f'(x)e;.
t—0 t
Si ahora se representa f en términos de sus componentes, como en
(24), entonces (28) se convierte en
m o fi(x +te)) — fulx
29 lim Y 7 )~/ )ui =1'(x)e;.

t=0 i=1 t

Se deduce que cada cociente tiene un limite en su suma cuando t — 0
(véase Teorema 4.10), asi que cada (D, f)(x) existe, y entonces (27) se
deduce de (29).
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He aqui algunas consecuencias del Teorema 9.17:
Sea [f’(x)] una matriz que representa f'(X) con respecto a las bases es-
tandar, como se hizo en la seccion 9.9.

Entonces f(x)e, es el j-ésimo vector columna de [f'(x)], y (27) muestra,
por lo tanto, que el nimero (D, f)(x) ocupa el lugar en el i-ésimo renglon y
la j-ésima columna de [f’(x)]. Asi

[(D1f1)(x) (an1)(x)]

.........................

(D1fd®) -+ (Dufd(X)

Si h = Zhe es cualquier vector en R”, entonces (27) implica que

(30) £/(0h =§l{ ;"1 (D, £)X)h ,.} u,.

9.18 Ejemplo Sea vy un mapeo diferenciable del segmento (a,b) < R' en
un conjunto abierto E < R”; en otras palabras, v es una curva diferenciable
en E. Sea f una funcion diferenciable de valores reales con dominio E. En-
tonces f es un mapeo diferenciable de E en R'. Se define

3N &M =f(y(1) (a<t<b).
La regla de la cadena asegura entonces que
(32) g@)=roent) @<t<b).

Como y'(t) € L(R', R") y f'((t)) € L(R", R"), (32) define a g'(f) como
un operador lineal sobre R'. Esto coincide con el hecho de que g mapea
(a,b) en R'.

Sin embargo, g’(t) también puede considerarse como un niimero real.

(Esto se tratd en la Sec. 9.10.) Este numero se puede calcular en térmi-
nos de las derivadas parciales de f y las derivadas de las componentes de -,
como se vera a continuacion.

Con respecto a la base estandar [e,,..., e,} de R”, [y(¢)] es la matriz n
por 1 (una ‘‘matriz columna®’) que tiene a v ’;(¢) en el i-ésimo renglon, y don-
de v,,-..., v, son las componentes de . Para cada x € E, [f'(x)] es la matriz
1 por # (una ‘‘matriz renglon’’) que tiene a (D,f)(x) en la j-ésima columna.
Por consiguiente, [g’(¢)] es la matriz 1 por 1 cuyo finico elemento es el na-
mero real

(33) g =i;1(D.-f Y®O); (@)

Este es un caso especial de la regla de la cadena que se encuentra con
mucha frecuencia. Se puede volver a escribir de la manera siguiente:
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Con cada x € E se asocia un vector, llamado ‘‘gradiente’’ de f en x,
definido como

(34) (VN = 3. (Dufer.
Como

(35) V() = S;v; e,

(33) puede escribirse en la forma
(36) g' @) =VNH@) v,

que es el producto escalar de los vectores (VA)(y(?)) y v '(¢).
Fijemos ahora un x € E, y sea u € R” un vector unitario (es decir,
|u| = 1, y en especial ¥ de manera que

(37) @) =x+ tu (— 0 <t< o).
Entonces vy '(¢#) = u para cada t. Por consiguiente (36) muestra que
(38) g0 =N u.
Por otro lado, (37) muestra que
&(t) — g(0) =f(x + tu) — f(x).
De aqui que (38) produzca

i 70 10) (0

t—0 t

(39) =N u

El limite en (39) se denomina cominmente la derivada direccional de f
en x, en la direccion del vector unitario u, y puede representarse por
(D, NX).

Si fy x son fijos, pero u varia, entonces (39) muestra que D, f)(x) al-
canza su maximo cuando u es un multiplo escalar positivo de ( V/)(x). (El ca-
50 (VA(x) = 0 no se incluira aqui.)

Si u = Xue, entonces (39) muestra que (D,f)(x) puede expresarse en
términos de las derivadas parciales de f en x por medio de la formula

(40) (Duf ) = 3. (Duf s
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Algunas de estas ideas juegan un papel en el teorema siguiente.

9.19 Teorema Supongase que f mapea un conjunto abierto convexo E <
R" en R™, f es diferenciable en E, y hay un numero real M tal que

£l < M
para cada x € E. Entonces
|f(b) — f(a)| < M|b — a|
para todo a € E, b € E.
Demostracion Con a € E, b € E fijos, se define
yt)=(1—-1ta+1tb

Para todo f € R! tal'que v(¢) € E. Como E es convexo, y(f) € Esi 0
=< ¢ < 1. Poniendo

(1) = 1(v(®)).
Entonces
g =10y @) =£'GO)b — a),
asi que
lg'®] < If'GEb—al < M[b —a]
para todo ¢t € [0, 1]. Por el Teorema 5.19,
lg(1) — g(0)| < M[b - a|.
Pero g(0) = f(a) y g(1) = f(b). Esto completa la demostracion.
Corolario Si ademds, f’(x) = 0 para todo x € E, entonces f es constante.

Demostracion Para demostrar esto, notese que las hipotesis del teo-
rema se cumplen ahora con M = 0.

9.20 Definicion Un mapeo diferenciable f de un conjunto abierto £ <
R”" en R™ se dice que es continuamente diferenciable en E si f es un mapeo
continuo de E en L(R", R™).
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Para ser mas explicitos, se requiere que a cada x € Eyacada ¢ > 0

corresponda un 6 > 0 tal que

If°(y) — ')l < &

siye Ey |x — y| <.

Si esto es asi, se dice también que f es un mapeo- ¥, o que f €

€'(E).

9.21 Teorema Supongase que f mapea un conjunto abierto E < R" en
R™. Entonces f ¢ €'(E) si, y solo si las derivadas parciales D, f, existan y
sean continuas sobre Eparal <i <m,1 <j < n.

(41)

42)

Demostracion Admitase primero que f € % ’(E). De (27) se tiene,
(D; f)(x) = (' (X)e;) " u;
para todo i,j, y todo x € E. Por consiguiente,
(D;f)y) — (D;f)(x) = {[f'(y) — f'(x)]e;} -
y debido a que |u| = |e| = 1, se deduce que
|(D;£)(¥) — (D f)(x)| < [[£'(y) — T'(x)]e,]
< f'(y) — ')l
Por consiguiente D, f; es continua.
Para demostrar el inverso, basta considerar el caso m = 1.
(¢Por qué?) Fijando x € Ey ¢ > 0. Ya que FE es abierto, hay una bo-

la abierta S <« E, con centro en x y radio r, y la continuidad de las
funciones D, f muestra que r puede elegirse tal que

(DN = (DHW| <= (yeS 1<j<n).

Supongase que h = Lhe, |h| < r, poniendoy, = 0,y v, =
= he + - + he,paral < k < n. Entonces

X+ =) = T L+ ¥) = + %))

Como |v,| < rparal = k < nydebido a que S es convexo, los seg-
mentos con puntos extremos X + v, _, y X + v, estan en S. Debido a
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quev, = v,_, + he, el teorema del valor medio (5.10, muestra que el
J-ésimo sumando de (42) es igual a

hJ(DIf)(x + vj—l + ejhle})

para algin 0, € (0, 1), y éste difiere de h,(D,f)(x) en menos que
|h | e/n, usando (41). De (42) se deduce que

f+ = f09 = £ hD,0| < 3 [hyfe <ble

para todo h tal que |h| < r.

Esto quiere decir que f es diferenciable en x y que f'(x) es la
funcion lineal que asigna el namero £4,(D, f)(x) al vector h = Lhe.
La matriz [f'(x)] consta del renglon (D f)(x),..., (D (X); y ya que
Df,..., D,f son funciones continuas sobre E, las observaciones
concluyentes de la seccion 9.9 muestran que f € €' (E).

EL PRINCIPIO DE LA CONTRACCION

Se interrumpira por 2hora el estudio de la diferenciacion, para intro-
ducir un teorema de punto fijo que es valido en espacios méiricos
completos arbitrarios. Se usara en la demostracion del teorema de la
funcion inversa.

9.22 Definiciobn Sea X un espacio métrico, con métrica d. Si ¢ ma-
pea X en X y hay un niimero ¢ < 1 tal que

d(o(x), ¢(»)) < cd(x, y)

para todo x, y € X, entonces se dice que ¢ es una contraccion de X
en X.

9.23 Teorema S/ X es un espacio métrico completo, y si ¢ es una
contraccion de X en X, existe entonces un y solo un x ¢ X tal que

elx) = x.

En otras palabras, ¢ tiene un tnico punto fijo. La unicidad es
evidente, porque si ¢(x) = xy ¢(y) = y, entonces (43) nos da d(x, y)
=< ¢ d(x, y), lo cual puede suceder sblo cuando d(x, y) = 0.

La existencia de un punto fijo de ¢ es la parte esencial del teore-
ma. La demostracion proporciona en realidad, un método constructi-
vo para localizar el punto fijo.
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Demostracion Tomese arbitrariamente un x, € X, y definase {x,} de
manera recurrente, haciendo

44 Xe1=0(,) (r=0,1,2,..)).

Elijase ahora ¢ < 1 de tal suerte que se cumpla (43). Entonces
se tiene para n = 1 que

d(xn+ 1 xn) = d((P(xn)s (P(xn— l)) <c d(xn s Xp— 1)'
Esto da por induccidn
(45) dXye1, X)) S " d(x1, %) (1=0,1,2,...).

Si n < m, se deduce que

d(x,, Xm) < i i d(x;, X;-1)

=n+1
<(c+ "t 4+ MY d(xy, Xo)
<[(1 — )" d(xy, x0)Ic".

Entonces {x,} es una sucesion de Cauchy. Ya que X es completo, lim
X, = X para algin x € X.

Debido a que ¢ es una contraccion, ¢ es continuo (de hecho, es
uniformemente continuo) sobre X. Por consiguiente

o(x) = lim ¢(x,) = limx,+; =x.

n—o n—ao

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA

Este teorema establece, vulgarmente hablando, que una aplicacion continua
diferenciable f es invertible en una vecindad de cualquier punto x en el cual
es invertible la transformacion lineal f’(x):

9.24 Teorema Supongamos que f es un mapeo- €’ de un conjunto abierto
E < R"en R", que f’(a) es invertible para algiin a € E, y que b = f(a). En-
tonces,

(a) existen conjuntos abiertos Uy V en R" tales quea € U, b e V {
es uno-a-uno en U y f(U) = V;
(b) si g es la inversa de £ [que existe, por (a)], definida en. V por

gfx)=x (xel),

entonces, g € €' (V).
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Escribiendo la ecuacion y = f(x) en funcion de las componen-
tes, llegamos a la siguiente interpretacion de la conclusion del teore-
ma: el sistema de n ecuaciones

yi=.fl(xl""9 n) (ISiSn)

puede resolverse para x,,..., X, en funcion de y,, ..., y, si limitamos x
y y a vecindades suficientemente pequefias de a y b; las soluciones son
(nicas y continuamente diferenciables.

Demostracion

(a) Haciendo f’(a) = A, y eliciendo A de manera que

24471 =1.

Como f’ es continua en a, hay una bola abierta U < E, con centro
en a, tal que

f'(x)— 4| <4 xel).
Asociese a cada y € R" una funcién ¢, definida por
px) =x+ A7 (y-f(x) (xekE).

Notese que f(x) = y si, y solo si x es un punto fijo de o.
Como ¢o'(x) = I — A 'f'(x) = A—'(4 — f'(x), (46) y (47)
implican que

lel <4 (xel).
De aqui que, por el Teorema 9.19

lo(x,) — 0(x;)| < 3|x; — Xz (x4, x, € U),

Se deduce entonces que ¢ tiene a lo mas un punto fijo en U, asi que
f(x) = y alo mas paraun x € U.
Por esto f es 1-1 en U.

En seguida se pone V = f(U), y se elige y, € V. Entonces para
algan y, = f(x,) para algin x, € U. Sea B una bola Ebierta con
centro en x, y radio r > 0, tan pequefio que su cerradura B esta en U.
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Se mostrara que y € V siempre y cuando |y — y| < Ar. Esto
demuestra, por supuesto, que V es abierto.

Sise fijay, |y — ¥,| < \r, ycon ¢ como en (48)

— r
|(x0) — Xo| = |47y — yo)| < 1A~ |lAr = .
2

Si x € B, de (50) se deduce por tanto, que

[@(x) — Xo| < |@(X) — @(Xo)| + [9(X0) — Xo]

1 r .
<§ IX“XOI +§Sr,
en consecuencia ¢(x) € B. Notese que (50) se cumple si x, € B, x, € B.
Entonces ¢ es una contraccion de B en B. Siendo un subconjun-
to cerrado de R’ es completo. Por tanto, el Teorema 9.23 implica que
o tiene un punto fijo x € B. Para este x, f(x) = y. De aqui que y €
(B) < f(U) = V.
Esto demuestra la parte (a) del teorema.

(b) Elijansey € V, y + k € V. Entonces existe x € U, x + h e U,
de tal manera que y = f(x), y + k = f(x + h). Con ¢ como en (48)
se tiene
o(x+h) —ox)=h+ A" [f(x) —f(x + h)] =h— 47 'k.
Por (50), |h — A—'k| < }|h|. Poresto |4 'k| = %|h[,y
1) |h| < 2(l47") [k]| =27"]K].

Por (46), (47) y el Teorema 9.8, f'(x) tiene una inversa, digamos 7.
Como

gy +k)—g(y)— Tk =h — Tk = —T[f(x + h) — f(x) — I'(x)h],
(51) implica que

gy + k) — ) — Tk| _|IT] [f(x+W)—1()—T"(h|
K| TA |h|

Cuando k — 0, de (51) se ve que h — 0. Entonces, el miembro
derecho de la desigualdad anterior tiende hacia 0. Por consiguier e le
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pasa lo mismo al izquierdo. Se ha demostrado entonces que g'(y) =
= T. Pero como se eligid T como el inverso de f'(x) = f’(g(y)). En-
tonces

(52) gy ={'ey™ Ge

Notese finalmente, que g es un mapeo continuo de V sobre U
(porque g es diferenciable), que f es un mapeo continuo de U en el
conjunto  de todos los elementos invertibles de L(R"), y que la in-
version es un mapeo continuo de Q sobre 2, debido al Teorema 9.8.
Si se combinan estos efectos con (52), se ve que g € € '(V).

Esto completa la demostracion.

Observacién La fuerza total de la suposicion de que f € € '(F) so6lo
se uso en el altimo parrafo de la demostracion anterior. Todo lo posterior a
la ecuacion (52) se dedujo a partir de la existencia de f’(x) para x € £, la in-
vertibilidad de f’(a), y la continuidad de f’ en el punto a. El articulo de A.
Nijenhuis publicado en la Amer. Math. Monthly, tomo 81, 1974, paginas
969 a 980, se refiere a esto.

Como consecuencia inmediata del apartado (@) del tecorema de la fun-
cion inversa, podemos enunciar:

9.25 Teorema Sif es un mapeo- €' de un conjunto abierto E < R" en
R" y sif'(x) es invertible para todo x € E, entonces t(W) es un subconjunto
abierto de R" para todo conjunto abierto W < E.

En otras palabras, f es un mapeo abierto de E en R".

Las hipoOtesis hechas en este teorema aseguran que cada punto x € E
tiene una vecindad en la que f es uno-a-uno, lo que puede expresarse dicien-
do que f es uno-a-uno localmente en E, pero f no es necesariamente 1-1 en £
en tales circunstancias. Como ejemplo, véase el Ejercicio 17.

EL TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

Si f es una funcibn real continuamente diferenciable en el plano, entonces
f(x, ¥) = 0 puede resolverse para y en términos de x en una vecindad de
cualquier punto (a,b) en el cual f(a,b) = 0y 3f/3y # 0. De la misma mane-
ra, se puede resolver para x en términos de y cerca de (a,b) si df/dx # 0 en
(a,b). Como un ejemplo sencillo que ilustra la necesidad de suponer que
af/dy # 0 se tiene f(x, y) = x* + y* — 1.

La proposicion anterior, por cierto bastante informal, es el caso mas
simple (el caso m = n = 1 del Teorema 9.28) del llamado ‘‘teorema de la fun-
cion implicita’. Su demostracion se basa fuertemente en el hecho de que las
transformaciones continuamente diferenciables en la mayoria de los casos se
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comportan localmente como sus derivadas. De acuerdo a esto, primero se de-
mostrara el Teorema 9.27, que es la version lineal del Teorema 9.28.

9.26 Notacion Six = (x,...,x,) € R"yy = (J,,..., ¥,) € R™, se escri-
bira (x, y) en lugar del punto (o vector)

n+
(Xgseees Xps Vis-eer V) ERPT™,
De aqui en adelante, el primer elemento en (x, y) 0 en un simbolo similar,
sera siempre un vector en R”, y el segundo sera un vector en R,

Cada A € L(R"*", R") puede separarse en dos transformaciones li-
neales 4, y A,, definidas por

(53) Ak = A(h, 0), A,k = A(0, k)
para cualquier h € R", k € R". Entonces A, € L(R"), A, € L(R", R"), y
(54) A(h, k) = A.h + 4 k.

La version lineal del teorema de la funcién implicita es ahora casi obvia.
9.27 Teorema SiA € L(R"+*", R™) y si A, es invertible, entonces a cada
k € R" le corresponde un h € R" unico, y tal que A(h, k) = 0.

Este h puede calcularse a partir de k por medio de la férmula
(55) h=—(4,)7'4,k.

Demostracion De (54), A(h,k) = 0 si, y solo si
Ah+ A4 k=0,
que es la misma que (55) cuando A, es invertible.

En otras palabras, la conclusion del Teorema 9.27 es que la ecuacion 4
= (h,k) = 0 puede resolverse (de manera Gnica) para h si k se conoce, y que
la solucidbn h es una funcion lineal de k. Aquellos lectores que estén fami-
liarizados con el algebra lineal, podran darse cuenta que esta es una proposi-
cibn sobre sistemas de ecuaciones lineales muy conocida.

9.28 Teorema Sea f un mapeo- €' de un conjunto abierto E = R"*" en
R™, tal que f(a,b) = 0 para algun punto (a,b) € E.
Se pone A = f'(a,b) y se supone que A, es invertible.

Entonces existen conjuntos abiertos U « R"*" y W < R™, con (a,b)
€ Uy b e W, que tienen la siguiente propiedad:
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A cada'y € W le corresponde un x unico, tal que
(56) (x,y)eU y f(x,y) =0.

Si esta x se define como g(y), entonces g es un mapeo %' de W en R,
gb) = a,

(&) fegy),. =0 (yeW),
y
(58) gb) = —(4,)7'4,.

La funcion g esta definida ‘‘implicitamente’’ por (57). De aqui el
nombre del teorema.

La ecuacion f(x,y) = 0 puede escribirse como un sistema de n
ecuaciones con n + jn variables:

fl(xla"'9xnsyl""9y1n)=0
(59) i

................

|:le1 e anx}

le;n Tt an;t

evaluada en (a,b) define un operador lineal invertible en R”; dicho de otra
manera, sus vectores columna deben ser independientes, o de manera equiva-
lente, su determinante debe ser + 0. (Véase el Teorema 9.36.) Si ademas,
(59) se cumple cuando x = ayy = b, entonces la conclusion del teorema es
que (59) puede ser resuelta para x,,..., x, en términos de y,, ..., y,, para ca-
da y cercana a b, y que estas soluciones son funciones continuamente dife-
renciables de y.

Demostracion Se define F por medio de

(60) Fix,y) =(f(x,y),y) (x,y)€E).

Entonces F es un mapeo- ¢’de E en R"+”. Se pide que f’(a,b) sea un
elemento invertible de L(R"*™):
Como f(a,b) = 0, se tiene que

f(a+h, b+k) = A, k) + r(h, k),
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(61)

(62)

(63)

en donde r es el residuo que aparece en la definicion de f’(a,b). Debido
a que

F(a+hb+k)—F@,b)={(a+hb+k),k)
= (A(h, k), k) + (r(h, k), 0)

se deduce que F'(a,b) es el operador lineal sobre R"+” que mapea (h,k)
en (A (h,k), k). Si este vector imagen es 0, entonces A(h,k) = 0y k =
= 0, de aqui que A(h,0) = 0, y el Teorema 9.27 implica que h = 0.
Y se deduce que F’(a,b) es 1-1; en consecuencia es invertible (Teorema
9.5).

El teorema de la funcion inversa puede aplicarse por tanto a F.
Muestra que existen conjuntos abiertos Uy V en R"*", con (a,b) €
U, (0,b) € V, tales que F es un mapeo 1-1 de U sobre V.

Sea ahora W el conjunto de todos los y € R™ tales que (0,y) €
V. Notese que b € W.

Es claro que W es abierto porque V es abierto.

Siy € W, entonces (0,y) = F(x,y) para algan (x,y) € U. Por
(60), f(x,y) = 0 para este x.

Con el mismo y, supdngase que (x,y) € Uy f(X,y) = 0. Entonces

Fx,y)=(f&,y),y) =(xY),y) =Fx,y).

Como F es 1-1 en U, se deduce que x’ = x.
Esto demuestra la primera parte del teorema.

Para demostrar la segunda parte, definase g(y), paray € W, de
manera que (g(y), ¥) € Uy (57) se cumpla. Entonces

Figy).y)=0,y) (yeW).

Si G es el mapeo de V sobre U que invierte F, entonces por el teorema
de la funcién inversa G € %’, y (61) nos da

(&y),y)=G0O0,y) (eW)

Como G € %', de (62) se ve que g € ¥'.
Finalmente, para calcular g’'(b), se hace g(y), y) = &(y). Entonces

Pk =gk, k) (ye W, keR").

Por (57), f(®(y)) = 0 en W. Por lo tanto, la regla de la cadena
muestra que

f'(@(yN®'(y) = 0.
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Cuando y = b, entonces &(y) = (a,b), y f'(®(y)) = A. Por lo anterior,
(64) AD'(b) =0.
Ahora se deduce de (64), (63) y (54) que
A, gk + A,k = A(g'(b)k, k) = AD'(b)k =0
para cada k € R". Entonces
(65) A,g®) + 4, =0,
Esto equivale a (58), y la demostracion gueda completa.

Nota. En términos de las componentes de f y g, (65) se convierte en

3 (D,)8, BXDL&)O) = —(Dpenfia: D)

5o (ofi\(%9)\ _ (9

2 &)\5) =~ 6,

j=1 3/ \OYk Yk
endondel <i<n 1 <k < m.

Para cada k, este es un sistema de n ecuaciones lineales en las cuales
las derivadas dg;/dy, (1 < j =< n) son las incognitas.

9.29 Ejemplo Tomando n = 2, m = 3, y considerando el mapeo f =
= (f;,f;) de RS en R? dado por

JilXy, X2, Y1, Y2, ¥3) =2 + X9, — 4y, +3
S2(X1, X2, Y1, Y2 s ¥3) = X5 COS Xy — 6x1 + 2y, — 3.

Sia= (@0, 1)yb = (3, 2, 7), entonces f(a,b) = 0.
Con respecto a la base estandar, la matriz de la transformacion 4 =
= f’(a,b) es

w-[2 1 1

En consecuencia

wi=[_¢ 3 wi=[; 75 ]
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Se ve que los vectores columna de [4,] son independientes. De aqui que A4,
es invertible y el teorema de la funcion implicita asegura la existencia de un
mapeo- ¢’g, definido en una vecindad de (3, 2, 7), tal que g3, 2, 7) = (0, 1)

y f(g(y), y) = 0.
Puede usarse (58) para calcular g’(3, 2, 7): Ya que

(4=t =556 ]

(58) nos da

we2m--xls 3k To =14 § 7%

En términos de derivadas parciales, la conclusion es que

Dygy =% D,g, =% Dyg = ~5%
Dyg, = -1} Dygy =% Dyg; =15

en el punto (3, 2, 7).

EL TEOREMA DEL RANGO

A pesar de que este teorema no es tan importante como los teoremas de la
funcion inversa y de la funcion implicita, se incluye como otra ilustracion in-
teresante del principio general que expresa que €l comportamiento local de
un mapeo F continuamente diferenciable cerca de un punto x es similar al
de la transformacion lineal F’(x).

Antes de establecerlo se necesita mas informacion acerca de las trans-
formaciones lineales.

9.30 Definiciones Supdngase que X y Y son espacios vectoriales, y que A
€ L(X, Y), de la misma forma que en la Definicion 9.6. El espacio nulo de
A,/ (A), es el conjunto de todos los x € X en los cuales Ax = 0. Es claro
que A" (A) es un espacio vectorial en X,

De la misma forma, el rango de A4, .%(A), es un espacio vectorial en Y.

El rango de A se define como la dimension de 2#2(A4).

Por ejemplo, los elementos invertibles de L(R”) son precisamente
aquellos cuyo rango es n. Esto se deduce a partir del Teorema 9.5.

SiA € L(X, Y)y A tiene rango 0, entonces Ax = 0 para todo x € A4,
y de aqui #'(4) = X. Véase el Ejercicio 25, relacionado con esto.

9.31 Proyecciones Sea X un espacio vectorial. Se dice que un operador P
e L(X) es una proyeccion en X si P2 = P,
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Para ser mas explicitos, el requisito es que P(Px) = Px para cada x €
X. Dicho de otro modo, P fija cada vector en su ‘‘rango’” (P).

A continuacion se tienen algunas propiedades elementales de las pro-
yecciones:

(a) Si P es una proyeccién en X, entonces cada x € X tiene una
representacion unica de la forma

x=xl+X2

donde x, € Z(P), x, € /' (P).

Para obtener la representacion, pongase X, = Px, x, = x — X,. Enton-
ces Px, = Px — Px, = Px — P’x = 0. Por lo que se refiere a la unicidad,
apliquese P a la ecuacidbn x = x; + x,. Como x, € & (P), Px, == x,; debido
a que Px, = 0, se deduce que x;, = Px.

(b) Si X es un espacio vectorial de dimension finita y si X es un espacio
vectorial en X, entonces hay una proyeccién P en X con #(P) = X,.

Si X, contiene solo al 0, esto es trivial: se pone Px = 0 para todo x € X.

Admitiendo que dim X, = k > 0. Por el Teorema 9.3, X tiene enton-
ces una base ju,,..., u,} tal que fu,,..., u} es una base de X,. Si se define

Plequy + 00+ cuu,) = ¢y + 0 + Gy

para escalares ¢,..., C,.
Entonces Px = xparacadax € X,, y X, = &Z(P).
Notese que {u, .,,..., u,} es una base de 4 (P). Noétese también que

hay una infinidad de proyecciones en X, con ‘“‘rango’ X, si 0 < dim X, <
dim X.

9.32 Teorema Supdngase que m, n, r son enteros no negativos, m = r, n
= r, F en un mapeo- €' de un conjunto abierto E < R" en R”, y F'(X)
tiene rango r para cada x € E.

Fijese a € E, y pongase A = F(a), ahora sea Y, el ‘‘rango’’ de A, y P
una proyeccion en R" cuyo ‘‘rango’’ es Y,. Sea Y, el espacio nulo de P.

Entonces hay conjuntos abiertos Uy V, cona € U, U c E, y un
mapeo- €' H, 1-1 de V sobre U (cuyo inverso es también de clase €') tal
que

(66) F(H(x)) = 4Ax + ¢(4dx) (xeV)
donde ¢ es un mapeo- €' de un conjunto abierto A(V) < Y, en Y..

Después de la demostracion se dara una descripcion mas geométrica de
la informacion que contiene (66).
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(67)

(68)

(69)

(70)

()

(72)

Demostracion Si r = 0, el Teorema 9.19 muestra que F(x) es cons-
tante en una vecindad U de a, y (66) evidentemente se cumple, con V
= U, Hx) = x, ¢ (0) = F(a).

De aqui en adelante se supondra r > 0. Como dim Y, = r, Y,
tiene una base [y, ..., ¥,}. Se elige z € R” de manera que Az = y(l
= i = r), y se define un mapeo lineal S de Y, en R” de la siguiente
manera

Sy + - +ey) =2+ + 6z,

para todos los escalares ¢, ..., c.
Entonces ASy, = Az, = y,paral < i < r. De aqui se tiene

ASy=y (yeYy).
Definase un mapeo G de E en R" haciendo
G(x) =X + SP[F(x) — Ax] (xe E).

Como F'(a) = A, la diferenciacion de (69) muestra que G’(a) = 1, el
operador identidad sobre R”. Por el teorema de la funcion inversa,
hay conjuntos abiertos Uy Ven R”, con a € U, de tal manera que G
es un mapeo 1-1 de U sobre V cuyo inverso H es también de clase
€ '. Ademas, disminuyendo Uy V, si fuera necesario, se puede ordenar
de tal forma que V sea convexo y H’(x) invertible para cada x € V.,

Notese que ASPA = A, ya que PA = A y (68) se cumple. Por
tanto (69) nos da

AG(x) = PF(x) (x € E).

En particular, se cumple (70) para x € U. Si se reemplaza x por H(x),
se obtiene

PFH(x)) = Ax (xeV).
Ahora se define
Y(x) = F(H(x)) — 4Ax (xeV).
Como PA = A, (71) implica que Py(x) = 0 para todo x € V. De esto
Y €s un mapeo- €’ de V en Y..

Como V es abierto, es evidente que 4 (V) es un subconjunto
abierto de su ‘‘rango” #(A4) = Y,.



(73)

(74)

(75)

(76)

a7
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Para completar la demostracion, es decir, pasar de (72) a (66),
tiene que mostrarse que hay un mapeo- €’ ¢ de A(V) en Y, que satisface

o(4x) =y(x)  (xe V).

Como un paso hacia (73), primero se probara que
Y(xy) = Y(x3)

six, € V, x, € V, Ax, = Ax,.
Poniendo #(x) = F(H(x)), para x € V. Como H ‘(x) tiene rango
n para cada x € V, y F’(x) tiene rango r para cada x € U, se deduce

rango ®'(x) =rango FHx))H'(x) =r (xe V).

Con x € V fijo, sea M el “‘rango” de ®(x). Entonces M < R",
dim M = r. Por (71),

Pd'(x) = A.

Por lo anterior P mapea M sobre #(A) = Y,. Yaque My Y, tienen
la misma dimension, se deduce que P (restringido a M) es 1-1.

Supongase ahora que Ah = 0. Entonces de (76) P®'(x)h = 0.
Pero '(x)h € M, y P es 1-1 sobre M. En consecuencia, ¢ '(x)h =
= 0. Observando (72) se ve que se ha probado lo siguiente:

Six € VyAh = 0, entonces J’'(x)h = 0.

Se puede probar ahora (74). Suponiendo que x, € V, x, € V,
Ax, = AX,. Poniendo h = x, — x, y definiendo

g(t) =y(x; +th) (0<r<).

La convexibilidad de V muestra que x, + th € V para estos t. En con-

secuencia,

(78)

79

gt)=y'(xy + thh=0 O<t<l),

asi que g(1) = g(0). Pero g(1) = ¢¥(x,) y g(0) = ¥(x,). Esto demuestra
(74).

De (74), se ve que ¥(x) depende s6lo de Ax, para x € V. De lo
anterior, (73) define ¢ sin ambigiledad en A (V). So6lo resta probar
que ¢ € €.

Cony, € A(V) fijoy x, € Vfijo de manera que A x, = y,. Co-
mo V es abierto, y, tiene una vecindad W en Y, tal que el vector

X = Xo + S(¥y — ¥o)
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esta en V para todo y € W. Por (68) se tiene,
AX = AXo +y — Yo =Y.
Entonces (73) y (79) nos dan
(80) oY) =¥(Xo — SYo +Sy)  (ye W).

Esta formula muestra que ¢ € %’ en W, en consecuencia en A(V),
debido a que y, se escogio arbitrariamente en A4 (V).
La demostracion esta completa ahora.

Esto es lo que el teorema dice acerca de la geometria del mapeo F.
Siy € F(U), entonces y = F(H(x)) para algin x € V, y (66) muestra
que Py = Ax. Por tanto, ‘

(81) y=Py+o(Py) (yeFU)).

Esto muestra que y est4d determinado por su proyeccion Py, y que P,
restringido a F(U), es un mapeo 1-1 de F(U) sobre A (V). Entonces F(U) es
una ‘‘superficie de dimension-r’ con un punto ‘‘sobre’’ cada punto de
A (V). Puede también considerarse a F(U) como la grafica de ¢.

Si como en la demostracion ®(x) = F(H(x)), entonces (66) muestra que
los conjuntos de nivel de ® (estos son los conjuntos sobre los cuales & alcan-
za un valor dado) son precisamente los conjuntos de nivel de 4 en V. Estos
son ‘‘planos’’ porque son intersecciones con V de translaciones del espacio
vectorial A (A). Notese que dim #°(4) = n — r (Ejercicio 25).

Los conjuntos de nivel de F en U son las imagenes bajo H de los con-
juntos de nivel planos de ® en V. Son por tanto ‘‘superficies de
dimension-(n — r)’’ en U.

DETERMINANTES

Los determinantes son niimeros que se asocian a las matrices cuadradas, y
por lo tanto, a los operadores que estan representados por dichas matrices.
Son 0 si y solo si, el operador correspondiente no es invertible. Por lo tanto
pueden usarse para decidir si las hipotesis de algunos de los teoremas ante-
riores se satisfacen. Tendran un papel aiin mas importantes en el capitulo 10.

9.33 Definiciébn Si (j,..., j,) es una n-ada ordenada de enteros, defini-
remos

(82) s(jb'"ajn) = Hsgn (jq _jp)’

p<q
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dondesgnx = 1six >0,sgnx = —1six <0,sgnx =0six = 0. En-
tonces, s (ji,..., J,) = 1, — 1, 0 0, y cambia de signo si se permuta algun
par de j.

Sea [A] la matriz de un operador lineal 4 en R" relativa a la base es-
tandar f{e,..., e,} con términos a(i,j) en la fila i y columna j. Se define el
determinante de [4] como el nimero

(83) det [A] = E s(jh s sjn)a(l,jl)a(zs jl) te a(n,jn)'
La suma de (83) se extiende sobre todas las n-adas de enteros ordenadas

(ise.-»dyconl <j < n,
Los vectores columna x; de [A] son

(84) X, = iz;a(i, e (1<j<n).

Sera conveniente considerar a det [4] como una funcion de los vectores co-
lumna de [A4]. Si escribimos:

det (x4, ..., X,) =det [4],

det es ahora una funcion real en el conjunto de todas las n-adas ordenadas
de vectores en R,

9.34 Teorema
(a) Si I es el operador identidad en R", serd
det[I] =det(ey,...,e)=1.

(b) det es una funcién lineal de cada uno de los vectores columna x;,
si se mantienen los otros fijos.

(c) Si[A), se obtiene de [A] intercambiando dos columnas, enton-
ces, det [A], = — det [4].

(d) Si [A] tiene dos columnas iguales, det [A] = 0.

Demostracion Si A = I, entonces a{i,i) = 1y a(i,j) = O para i +
# j. Poc tanto,

det[l] =s5(1,2,...,n) =1,
lo que prueba (a). Por (82), s(j,..., J,) = O si dos cualesquiera de

las j son iguales. Cada uno de los n! productos restantes de (83) con-
tiene un factor de cada columna, lo que prueba (b). El apartado (¢)
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es una consecuencia inmediata del hecho de cambiar de signo s(j,...,
J,) si se permutan dos j cualesquiera, y (d) es un corolario de (c).

9.35 Teorema Si[A] y |B] son matrices n por n, entonces

det ([B][A4]) = det [B] det [4].

Demostracion Si x,,..., x, son las columnas de [A], definamos
(8%5) Ag(xy, ..., X,) = Ag[A] = det ([B][4]).

Las columnas de [B] [4] son los vectores Bx,,..., Bx,. Asi,
(86) Ap(Xy, ..., X,) =det (Bxy, ..., Bx,).

Por (86) y el Teorema 9.34, A, tiene también las propiedades 9.34 (b)
a (d). Por (b) v (84)

Ag[A] = A, (Z a(i, De;, x,, ..., x,,) =Y a(i, 1) Agle;, X5, ..., X,).

i i

Repitiendo este proceso con x,,..., X,, obtenemos
87) Agld] = Z a(iy, Va(i, 2) -+ a(i,, n) Ay(em ceey ei,,),

estando extendida la suma sobre todas las n-tuplas ordenadas (i, ...,
i)yconl =i =< n. Por(c)y(d),

(88) Aple;,, ... e;) =1y, ..., 1,) Agley, ..., e,),
dondesr = 1,0, o —1, y como [B][/] = [B], (57) muestra que
(89) Agley, ..., e,) =det [B].
Sustituyendo (89) y (88) en (87), obtenemos
det ([Bl[4)) ={) aly, 1) - a(i,, mt(iy, e i,)} det [B],

para todas las matrices n por n [A] y [B]. Tomando B = I, vemos
que la suma anterior entre llaves es det [A], lo que prueba el teorema.

9.36 Teorema Un operador lineal A en R" es invertible si y solo si det [A]
# 0.

Demostracion Si A es invertible, el Teorema 9.35 muestra que
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det[A])det [A™') =det [AA™ ] =det[I] =1,

de modo que det {4] # 0.
Si A no es invertible, las columnas x, ..., x, de [4] son depen-
dientes (Teorema 9.5); por tanto, hay uno, por ejemplo x, tal que

(90) xk+20jx_’=0
J#k

para ciertos escalares ¢, Por 9.34 (b) y (d), se puede sustituir x, por
X, + c¢x; sin alterar el determinante, si j # k. Repitiendo, vemos que
puede sustituirse x, por el primer miembro de (90), esto es, por 0, sin
alterar el determinante. Pero una matriz que tiene una columna 0,
tiene determinante 0. Por tanto, det [A] = 0.

9.37 Observacion Supongamos que {e,..., e,} y {u,..., u,{ son bases en
R". Todo operador lineal A en R” determina matrices [4] y [A]u, con tér-
minos a, y a, dados por

Aej=ZaUei, Auj=Zaijui.

i

Siu = Be = Lb,e, entonces Au, es igual a

;aijek = ;akj Z bye; = (; bikakj) €,

i

y también a

ABej = A ;bkjek = Z (; aikbkj) ei.
Asi pues, Lb, o, = Xa,b,;, o
on [Bl[4]y = [4][B]).

Como B es invertible, det [B] # 0. Por tanto, (91) juntamente con el Teore-
ma 9.35 demuestra que

(92) det [4]y = det [4].

El determinante de la matriz de un operador lineal no depende, por
tanto, de la base que se utiliza para construir la matriz. Es, pues, correcto
hablar de! determinante de un operador lineal, sin especificar ninguna base.

9.38 Jacobianos Si f aplica un conjunto abierto £ < R” en R", y es dife-
renciable en un punto x € E, el determinante del operador lineal f’(x) se le
llama Jacobiano de f en x. Simbolicamente:

(93) ‘ Ji(x) = det £'(x).
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También utilizaremos la expresion

a(yh ey yn)
(94) a(xl’ LK) xn)

para J,(x) si (0,,..., ¥,) = f(x,..., x,).

En lenguaje jacobiano, la hipotesis principal del teorema de la funcibn
inversa es que J,(a) # O (comparese con el Teorema 9.36). Si la fun-
cion implicita del teorema esta establecida en términos de la funcion es (59),
la hip6tesis hecha para 4 equivale a

a(fl’ ’f;x)

£0.
ECTE )

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

9.39 Definicion SupoOngase que f es una funcion real definida en un con-
junto abierto E < R™, con derivadas parciales D, f,..., D,f. Si las fun-
ciones D, f son diferenciables, entonces las derivadas parciales de segundo
orden de f estan definidas como

D”f=DlD]f (i,j=l,...,n).

Si todas estas funciones D,f son continuas en E, se dice que f es de clase €”
en E, oque f e %" (E).

Un mapeo f de E en R™ se dice que es de clase %" si cada componente
de f es de clase ¥”.

Puede suceder que en algiin punto D,f # D,f, aunque ambas deriva-
das existan (véase Ejercicio 27). Sin embargo, se vera mas adelante que D, f
= D, f siempre y cuando estas derivadas sean continuas.

Por simplicidad (y sin perder generalidad) se estableceran los dos teore-
mas siguientes para funciones reales de dos variables. El primero es un teorema
de valor medio.

9.40 Teorema Supdngase que f esta definida en un conjunto abierto E <
R2, y que D, f y D, f existen en cada punto de E. Supbéngase también que Q
< E es un recténgulo cerrado con sus lados paralelos a los ejes coordena-
dos, y que tienen a (a,b) y (a + h, b + k) como vértices opuestos (h # 0, k
% 0). Si se hace

A, Q) =fla+h b+ k)—f(a+h b)—f(a,b+k)+f(ab)
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Entonces hay un punto (x,y) en el interior de Q tal que

95) A(f, Q) = hk(D21 f)(x, ).
Notese la analogia entre (95) y el Teorerha 5.10; el area de Q es hk.

Demeostracion Pongase u(¢) = f(t,b + k) — f(t,b). Dos aplica-
ciones del Teorema 5.10 muestran que hay un xentreay @ + h, y un
yentre by b + k, tales que

A(f, Q) = u(a + h) — u(a)
= hu'(x)
=h[(Dyf)(x, b + k) — (D, f)(x, b)]
= hk(D2s f)(x, ).

9.41 Teorema Supongase que f esta definida en un conjunto abierto E <
R?, y que D.f, D, f y D,f existen en cada punto de E, y D, f es continua en
algun punto (a,b) € E.

Entonces D,, existe en (a,b) y

(96) (D12/)a, b) = (D,,fXa, b).
Corolario D, f = D,fsife %'(E).

Demostracion Pongasc A = (D, f)(a,b). Elijase ¢ > 0. Si Q es el
rectangulo del Teorema 9.40, y si # y k son suficientemente pequefios,
se tiene que

[4 ~ (D f)x )| <e

para todo (x,y) € Q. Entonces, por (95)

'A(f, 9

— A
hk

<e,

Fijese h y hagase k — 0. Como D, f existe en E, la Gltima desigualdad
implica que

) (D2f)@ + h, b) — (D, f)(a, b)

p A

<e&.

Como ¢ fue arbitraria, y debido a que (97) se cumple para todo
h # 0 suficientemente pequefio, se deduce que (D,,f)(a,b) = A. Esto
da (96).
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DIFERENCIACION DE INTEGRALES

Supongase que ¢ es una funcion de dos variables que puede integrarse con
respecto a una y diferenciarse con respecto a la otra. ;Bajo qué condiciones
se producira el mismo resultado, si estos dos procesos de limite se llevan a
cabo en orden opuesto? Para plantear la pregunta con mas precision: ;Bajo
qué condiciones sobre ¢ se puede demostrar que la ecuacion

d b b 3¢
(98) 7 L o(x, t)dx = J; e (x,t)dx

es verdadera? (El Ejercicio 28 proporciona un contra ejemplo.)
Sera conveniente usar la notacion

99 9'(x) = o(x, 1).
Entonces ¢’ es para cada ¢, una funcion de una variable.
9.42 Teorema Supongase que
(@) o(x,t) esta definida paraa < x = b, c <t < d;
(b) « es una funcion creciente sobre [a,b];

() ¢' € R(x) para cada t € [c,d];
(dy ¢ <s <d, ypara cada ¢ > 0 corresponde un 6 > 0 tal que

[(D20)(x, 1) — (D2 0)(x, 5)| <&
para todo x € [a,b] y todo t € (s — b, s + ).
Se define
b
(100) f(t) = j oCx, ) da(x)  (c<t<d).
Entonces (D,p)' € Z(x), f'(s) existe, y
b
(101) £1) = [ (D 9)(x, 5) da(x).
Notese que (c) solamente asegura la existencia de las integrales (100)
para todo ¢ € [c,d]. Notese también que (d) se cumple en realidad siempre
que D, es continua sobre el rectangulo en el que ¢ esta definida.

Demostracion Consideremos los siguientes cocientes de diferencias:

- t—s

Y(x, 1)
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para 0 < |t — s| < . Por el Teorema 5.10, a cada (x,?) le corres-
ponde un namero u entre sy f tal que

'l’(xs t) = (D, ¢)(x’ u)'

En consecuencia (d) implica que

(102) [Y(x, 1) — (D o)x,8)| <e (a<x<b O0<]|t—s|<d).
Notese que
(103) ﬁ?:—f@ = f "W, 1) da().

Y por (102), ' — (D,¢)* uniformemente sobre [a,b] cuando ¢
— 5. Como cada ¢! € Z(«), entonces la conclusidon deseada se dedu-
ce a partir de (103) y del Teorema 7.16.

9.43 Ejemplo Por supuesto que pueden demostrarse teoremas analogos al
9.42 con (— oo, o) en lugar de [a,b]. En lugar de hacer esto, veamos sola-
mente un ejemplo. Se define

(104) ft) = fjo e~ * cos (xt) dx

ypara — ® < [ < oo,
© 2
(105) g(t) = — f xe”* sen (xt) dx,

Ambas integrales existen (convergen absolutamente) porque los valores abso-
lutos de los integrandos son a lo mas exp (— x?) y |x| exp (— x2), respec-
tivamente,

Notese que g se obtiene de f diferenciando el integrando con respecto a
t. Se requiere que f sea diferenciable y que

(106) f(t)y=g(@) (-0 <t < o).

Para demostrar esto, se examinaran primero los cocientes de diferen-
cias del coseno: si 3 > 0 entonces

cos (& + ) —cos a a+f

|
107 +sen a =—
(107) B ).
Como |sen o — sen t| < |t — «, el miembro derecho de (107) es a lo mas
$/2 un valor absoluto; el caso 8 < 0 se trata de forma similar. Por esto

(sen a — sen t) dt.
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cos (o + f) —cos

B

para todo 8 (si el miembro izquierdo se interpreta como 0 cuando 8 = 0).
Abhora se fija ¢, y A # 0. Aplicando (108) con o = xt, 8 = xh; se de-
duce entonces de (104) y (105) que

(108) < [B|

+ sen «

f(t_+ﬁh)ﬁ_g(t) < |h] J'm x2e™ % dy.

Se obtiene entonces (106) cuando 2 — 0.
Dando un paso mas: la integracion por partes aplicada a (104),
muestra que

© 2 t
(109) f@y=2{ xe se-lt—-(x)dx
Entonces tf(f) = — 2g(¢), y (106) implica ahora que f satisface la ecuacion
diferencial :
(110) 2f'(t) + tf(t) =0.

Si se resuelve esta ecuacion diferencial y se considera que f(0) = / 7 (véase
Sec. 8.21), se encuentra que

_ t2
(111) f@) =/nexp (— T)'
La integral (104) se determina entonces explicitaménte.

~ EJERCICIOS

1. Si S es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial X, demostrar (como se
asegurd en la Sec. 9.1) que el generador de S es un espacio vectorial.

2. Demostrar (como se asegurd en la Sec. 9.6) que BA es lineal si A y B son trans-
formaciones lineales.

Demostrar también que A—! es lineal e invertible.

3. Suponer que A € L(X, Y) y Ax = 0 solo cuando x = 0. Demostrar que enton-
ces A es 1-1.

4. Demostrar (como se asegurd en la Sec. 9.30) que los espacios nulos y los ‘‘ran-
gos’’ de transformaciones lineales son espacios vectoriales.

5. Demostrar que a cada A € L(R", R') le corresponde un tnico y € R" tal que Ax
= x *y. Demostrar también que ||A|| = |y]|
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Sugerencia: Bajo ciertas condiciones, en la desigualdad de Schwarz se
cumple la igualdad.
Sif(0,0 =0,y

Xy

P si (x, ) #(0, 0),

fox, y)=

demostrar que (D, f)(x,y) y (D,/)(x,y) existen en cada punto de R?, aunque f no
sea continua en (0, 0).

. Suponer que f es una funcion de valores reales definida en un conjunto abierto £

< R", y que las derivadas parciales D,f,..., D,f estan acotadas en E. De-
mostrar que f es continua en E.
Sugerencia: Procédase como en la demostracion del Teorema 9.21.

. Supéngase que f es una funcion real diferenciable en un conjunto abierto £ <

R", y que f tiene un maximo local en un punto x ¢ E. Demostrar que f'(x) = 0.
Si f es un mapeo diferenciable de un conjunto abierto conexo E < R" en R™,y
si f’(x) = 0 para cada x € E, demostrar que f es constante en E.

Si f es una funcion real definida en un conjunto abierto convexo E < R”, tal
que (D, f)(x) = 0 para cada x € E, demostrar que f(x) depende solo de x,,...,
X,,. ‘ :
Mostrar que la convexibilidad de F puede reemplazarse por una condicion
mas débil, pero que se requiere alguna condiciéon. Por ejemplo, sin = 2y E
tiene la forma de una herradura, la proposicion puede ser falsa.

Si fy g son funciones reales diferenciables en R”, demostrar que

V(fe)=fVg+gVf

y que V(1/f) = — f~2Vf, siempre y cuando f # 0.
Con dos nameros reales a y b fijos, 0 < @ < b. Definase un mapeo f = (|, f,,
/) de R? en R3? por medio de

fi(s, t)=(b+acoss)cos ¢t
f2(s,8)=(b+ acos s) sen ¢
fo(s,t)=asen s.

Describir el “‘rango’” K de f. (Este es un subconjunto compacto de R3.)
(a) Mostrar que hay exactamente 4 puntos p € K tales que

(VA)E-(p) =0.

Encontrar estos puntos.
(b) Determinar el conjunto de todos los q € K tales que

VfaE- (@) =0.

(¢) Mostrar que uno de los puntos p encontrados en la parte (a) corresponde a
un minimo local de f;, uno a un maximo local y los otros dos restantes a nada
(estos se llaman *‘puntos silla’’).
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4.

15.

16.

. Cuales de los puntos q determinados en la parte (h) corresponden a maxi-
mos 0 minimos?
(d) Sea X un nimero real irracional, y definase g(r) = f(1), At). Demostrar quec g
es un mapeo 1-1 de R' sobre un subconjunto denso de K. Demostrar que

|g'(t)|2 = a®+ A*(b + a cos r)2.

. Supongase que f es un mapeo diferenciable de R! en R 1al que {(¢) = 1 para

cada 1. Demostrar que (/) * f(r) = 0.
Interpretar este resultado geométricamente,
Definir f(0, 0) = 0, ¥

x}

e st (x, y) # (0, 0).

f(xa _V) =

(a) Demostrar que D,f'y D, f son funciones acotadas en R>. (Por consiguiente f
es continua.)
(b) Sea u un vector unitario en R*. Mostrar que la derivada direccional (D, /)(0,
0) existe, y que a lo mas su valor absoluto es 1.
(¢) Sea v un mapeo diferenciable de R' en R? (en otras palabras, 4 ¢s una curva
diferenciable en R?), con 4(0) = (0, My 'y ’(0)| > 0. Si se ponc g(1) = J/(r(/)),
demostrar que g es diferenciable para cada 1 ¢ R!.

Siy e @’ demostrar que g € €’.
(d) A pesar de esto, demostrar que f no es diferenciable en (0, 0).

Sugerencia: La formula (40) falla.
Si se define f0, 0) = 0, y se hace

4x6y?
f(x,y)=x’+y2—2x2y—m
para (x,py) # (0, 0).

(a) Demostrar, para todo (v,v) « R*, quc

4x4y2 S (x4 +y2)2‘

Concluir de esto que f ¢s continua.
(b)yPara0 <= 6§ <27, - o <t < o, se define

(1) =f(tcos 8, t sen 0),

Mostrar que g,(0) = 0, 2(0) = 0, g(0) = 2. Cada g, tienc por lo tanto, un
minimo local estricto en 7 = 0.

En otras palabras, la restriccion de f a cada recta que pasa por (0, 0) ticne
un minimo local estricto en (0, 0).
(¢) Mostrar que (0, 0) no es sin embargo un minimo local para f, decbido a que
f(x, x2) = — x4,
Mostrar que la continuidad de £’ en el punto a es necesaria en el tcorema de la
funcion inversa, inclusive en el caso n = 1: si
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f@)=1+2t*sen (-1;)

parat # 0,y f(0) = 0, entonces f'(0) = 1, f’ es acotada en (— 1, 1), pero f no
es uno-a-uno en cualquier vecindad de 0.
Sea f = (f;,/;) un mapeo de R? en R? dado por

filx,y)=e*cosy,  fix,y)=e*seny.

(a) (Cual es el “‘rango” de f?

(b) Mostrar que el Jacobiano de f no es 0 en ningan punto de R?. Entonces cada
punto de R? tiene una vecindad en la que f es uno-a-uno, no obstante que f no es
uno-a-uno sobre R2.

(c) Poniendo a = (0, 7/3), b = f(9), sea g el inverso continuo de f, definido en
una vecindad de b, tal que g(b) = a. Determinar una formula explicita para g,
calcular también f’(a) y g'(b), y verificar la formula (52).

(d) ;Cuales son las imagenes bajo f de las rectas paralelas a los ejes coordenados?
Conteste las preguntas analogas para el mapeo definido por

u=x*—y? v=2xy.
Mostrar que el sistema de ecuaciones

Ix+y—z+ut=0
x—y+2z2+u=0
2x +2y—3z+2u=0

puede resolverse para x, y, u en téerminos de z; para x, z, ¥ en términos de v; para
¥, 2, u en términos de x; pero no para x, y, z en términos de u.

Hacer n = m = 1 en el teorema de la funcion implicita e interpretar graficamen-
te el teorema (y también su demostracion).

Sea f definida en R? por

S(x, y)=2x3—3x2 4+ 2y3 + 3p2,

(a) Encontrar los cuatro puntos de R? en los cuales el gradiente de j es cero.
Mostrar que f tiene exactamente un maximo y un minimo locales en RZ.

(b) Si S es el conjunto de todos los (x,¥) € R? en los cuales f(x,y) = 0. En-
contrar los puntos de S que no tienen vecindades para las cuales la ecuacion
f(x,y) = 0 puede resolverse para y en términos de v (o para x en términos de v).
Describir S de la forma mas precisa que se pueda.

Hacer algo similar para

f(x, y) = 2x% + 6xy? — 3x? + 3y2,

23. Si se define fen R* por medio de

[y, y2) =Xy, + e+ y,.
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24.

25.

26.

217.

28.

Mostrar que f(0, 1, —1) = 0, (D, f)0, 1, —1) # 0, y que existe por lo tanto una
funcion diferenciable g en alguna vecindad de (1, — 1) en R2, tal que g(1, —1) =

(801, y2), 1, ¥2) = 0.

Encontrar (D,g)(1, —1) y (DygX1, —1).
Para (x,y) # (0, 0), se define f = (f,f,) como

2 __ 42
feD =5 =g
Calcular el rango de f'(x,y), y encontrar el ‘‘rango’’ de f.
Supongase que A € L(R", R™), y sea r el rango de A.
(a) Si se define S como en la demostracion del Teorema 9.32, mostrar que SA es
una proyeccion en R" cuyo espacio nulo es A (A) y cuyo ‘“rango’ es %(S). Su-
gerencia: Por (68), SASA = SA.
(b) Usar (a) para mostrar que

dim A (A) + dim #(A) = n.

Mostrar que la existencia (e incluso la continuidad) de D,, f no implica la existen-
cia de D,f. Por ejemplo, sea f(x,y) = g(x), donde g es en ninguna parte dife-
renciable.

Si se hace f(0,0) = 0, y

xy(x? — y?)
fox, )= —x’_——}-—yz—
para (x,y) # (0, 0). Demostrar que
(a) f, D,f, D,f son continuas en RZ;
(b) D,,fy D, f existen en cada punto de R?, y son continuas excepto en (0, 0);
(©) (DN, 0) = 1, y (DyNO, 0) = —1.
Para ¢t = 0, se hace

x . 0<sx<Vn
P(x, t) = —x+2Ve (\/tkgx£2\/t)
0 (en otro caso),

y se pone g(x,f) =—e(x,|1])si1 < 0.
Mostrar que @ es continua sobre R2, y que

(D29)(x,0)=0
para todo x. Ahora definasc
1
f&=[_ o nadx.
-1

Mostrar que f(f) = ¢ si it < }. En consecuencia,

F@#[" (Dag)r, 0 ax.
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Sea E un conjunto abierto en R”. Las clases €'(E) y €"(E) se han definido en
el texto. Por induccion, puede definirse €*)(E) de la forma siguiente, para to-
dos los enteros positivos k: Decir que f € € ‘¥)(E) significa que las derivadas par-
ciales D,f, ..., D, f pertenecen a € k—1)E).

Admitir que f € €*)(E), y mostrar (aplicando repetidamente el Teorema
9.41) que la derivada de orden k-ésimo

Duiz .o lkf‘:' D“D(z o D‘kf

no cambia si los subindices i,..., i, se permutan.
Por ejemplo, si n = 3, entonces

Dlll3f= D3112f

para cada f ¢ €.
Sea f € €"(E), donde E es un subconjunto abierto de R”. Fijese a € E, y su-
pongase que X € R” es tan cercano a 0 que los puntos

p(t)=a+1x
estan en E siempre que 0 < t < 1. Si se define
h(t) = f(p(1))

para todo ¢t € R! para los que p(t) € E.
(a) Mostrar que para 1 < k < m, (aplicando repetidamente la regla de la cadena)

h®@) =3 (Diy oot S)P()) X414 . TP

La suma se extiende sobre todas las k-adas ordenadas (i, ..., i) en las que i; es
uno de los enteros 1,..., n.
(b) Del teorema de Taylor (5.15),

m=—1 },(k) (m),

para algan r e (0, 1). Usar esto para demostrar el teorema de Taylor en n va-
riables, mostrando que la formula

fa+9="g B Z Dup e /@ o i 1 GD)

representa a f(a + x) como la suma del llamado “‘polinomio de Taylor de grado
m — 1”7, mas un residuo que satisface la condicion

fim —X)

=0.
x-0 lem—l

Cada una de las sumas internas se extiende sobre todas las k-adas (i,...,
i) ordenadas, de la misma manera que en (¢); como de costumbre, la derivada
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de f de orden cero es simplemente f, asi que el término constante del polinomio de
Taylor de f en a es f(a).

(¢) El Ejercicio 29 muestra que la repeticibn ocurre en el polinomio de Taylor
cuando se escribe como en (b). Por ejemplo, D,,, aparece tres veces, como D, ;,
D,;,, Dy,,. La suma de los tres términos correspondientes se puede escribir en la
forma

3(D} Dsf)@)xi xs.

Demostrar (calculando la frecuencia en la que cada derivada aparece) que el poli-
nomio de Taylor de (b) se puede escribir en la forma

v (D! -+ Dirf)(a) XL,
sy teees!

Aqui la suma se extiende sobre todas las n-adas ordenadas (s,,..., s,) tales que
cada s; es un entero no negativo, y s, + **- + 5, < m — 1.

Supongase que f € € en alguna vecindad de un punto a € R2, el gradiente de
fes 0 en a, pero que no todas las derivadas de f de segundo orden son 0 en a.
Muestre como pueden determinarse entonces a partir del polinomio de Taylor de
f en a (de grado 2) si f tiene un maximo local, 0 un minimo local, o ninguna
de las dos cosas, en el punto a.

Extender esto a R” en lugar de R2.
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La integracion puede estudiarse en varios niveles. En el capitulo 6, se de-
sarrollo la teoria para funciones que se comportan razonablemente bien
sobre subintervalos de la recta real. En el capitulo 11 se encontrari una
teoria de integracion con un desarrollo bastante avanzado que se puede apli-
car a clases de funciones méas grandes, cuyos dominios son conjuntos mas o
menos arbitrarios, y no necesariamente subconjuntos de R”. Este capitulo se
dedica a los aspectos de la teoria de integracion que estan muy relacionados
con la geometria de espacios euclidianos, como la formula de cambio de va-
riable, integrales de linea y los mecanismos de las formas diferenciales que se
usan en las proposiciones y demostracion del teorema en n-dimensiones,
analogo al teorema fundamental del calculo, es decir el teorema de Stokes.

INTEGRACION

10.1 Definicion Supongamos que /* es una k-celda en R* que consta de
todos los

X =(Xg, ..., Xp)
tales que

(l) a,-SXiSbi (i=1,...,k),
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I es la j-celda en R/ definida por las j primeras desngualdades (1) y fes una
funcion real continua en /%,
Pongamos f = f,, y definamos f,_, en I*~' por

by
Ji-1(Xgs oo ey X)) = f Six1s o s Xim1s Xi) dXg .
Ak

La continuidad uniforme de f; en I* demuestra que f,_, es continua en I*—!',
Por tanto, podemos repetir este proceso y obtener funciones f; continuas en
I, tales que f;_, es la integral de f; con respecto a x;, sobre [a, b,]. Después
de k pasos llegamos a un numero f,, que llamamos integral de f sobre I*; lo
escribiremos en la forma

@ [s@ax o [

A priori, esta definicion de integral depende del orden en que se lleven
a cabo las & integraciones. Sin embargo, esta dependencia es solo aparente.
Para demostrarlo, introduzcamos la notacion provisional L(f) para la in-
tegral (2) y L'(f) para el resultado obtenido llevando a cabo las k integra-
ciones en algun otro orden.

10.2 Teorema Para todo f € €(I*), L(f) = L'(f).

Demostracion  Si hA(x) = h(x) - i (x), donde #, € %(la, b)),
entonces '

L) =11 [ hior) dx, = L.

Si & es el conjunto de todas las sumas finitas de tales funciones #, se
deduce que L(g) = [L’(g) para todo g € &. Ademas, & es un al-
gebra de funciones en I* para la cual es aplicable el teorema de Stone-
Weierstrass.

ok
Hagamos V =[] (b, — a).Sife €(I*) ye > 0, existe g € o
1

tal que |f — g| < &/V, donde |f| esta definida como igual a max
If(x)| (x € I*). Entonces |L(f — g)| <&, |L'(f — g| <&, ycomo

LN -LN)=LS-8) +L(g~f)

deducimos que |L(f) — L'(f)| < 2.
En relacion con esto, es importante el Ejercicio 2.

10.3 Definicion El soporte de una funcion (real o compleja) fen R* es la
cerradura del conjunto de todos los puntos x € R* en los que f(x) # 0. Si f
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es una funcioén continua con soporte compacto, sea I* alguna k-celda que
contiene al soporte de f, y definamos

3 [.r=]1

La integral asi definida es, evidentemente, independiente de la eleccion de I*,
con tal, solamente, de que I* contenga al soporte de f.

Es tentador, ahora, extender la definicidn de integral sobre R* a las
funciones que son limite (en algin sentido) de funciones continuas con so-
porte compacto. No necesitamos estudiar las condiciones bajo las cuales
puede hacerse esto; el enunciado apropiado de esta cuestion es la integral de
Lebesgue. Nos limitaremos a describir un ejemplo muy sencillo que se utili-
zara en la demostracion del teorema de Stokes.

10.4 Ejemplo Sea Q* el k-simplex que consta de todos los puntos x =
= (X,..., ) en R* paraloscualesx;, + -*- + x < 1yx =O0parai=
=1,..., k. Si £ = 3, por ejemplo, Q% es un tetraedro, con vértices en 0, e,
e, e,. Sife %(QF), extenderemos f a una funcidén en I* poniendo f(x) = 0
fuera de Q* y definiremos

“ [ r=[ r
Qk Ik
Aqui, I* es el «cubo unidad» definido por

0<x;

<1 (I<i<h).

Como f puede ser discontinua en /¥, la existencia de la integral del se-
gundo miembro de (4) necesita ser demostrada. También queremos mostrar
que esta integral es independiente del orden en que se lleva a cabo cada una
de las k integraciones.

Para hacer esto, supdngase que 0 < 6 < 1, poniendo

1 (t<1-0)
) <p(t)=J(15_t) (1-d<t<l)
lo (1<),
y se define
(6) Fx)=o(x; + - +x)f(x) (xel").

Entonces F € €(I*).
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Se hacey = (x,..., X,_), X = (¥, X;). Para cada y € I*!, el conjun-
to de todos los x, tales que F(y, X,) # f(y; X,) es ya sea vacio o un segmento
cuya longitud no excede a la de 6. Como 0 < ¢ =<1, se deduce que

™ | Feer) = fiex D] <8IFI - (yeITh,

donde |f| tiene el mismo significado que en la demostracion del Teorema
10.2, y F._,, f,_, estan dadas como en la Definicibn 10.1.

Cuando 6 — 0, (7) exhibe a f,_, como un limite uniforme de una suce-
sion de funciones continuas. Por esto f,_, € ¥ (*~!), y las integraciones
adicionales no presentan problema.

Esto demuestra la existencia de la integral (4). Ademas, (7) muestra
que

® |f Fooax—[ seax| <o

Notese que (8) es verdadero, no importando el orden en el cual se efectiien
las k integraciones sencillas. Como F € € (I*), |F no es afectada por ningiin
cambio en este orden. En consecuencia (8) muestra que lo mismo es valido
para {f.

Esto completa la demostracion.

Nuestro siguiente objetivo es la formula de cambio de variable que se
establece en el Teorema 10.9. Para facilitar su demostracion, se estudiaran
primero los denominados mapeos primitivos, y las particiones de la unidad.
Los mapeos primitivos permitiran obtener una vision clara de la accion local
de un mapeo- €’ con derivada invertible, y las particiones de la unidad son
un recurso muy uatil que hace posible usar la informacion local dentro de un
marco global.

MAPEOS PRIMITIVOS

10.5 Definicion Si G mapea un conjunto abierto E < R” en R”, y si hay
un entero m y una funcion real g con dominio E tal que

) G(x) =) x;e; +8(x)e,  (x€E),

entonces G se denomina primitivo. Un mapeo primitivo es entonces aquel
que cambia a lo mas una coordenada. Notese que (9) puede escribirse tam-
bién en la forma

(10) G(X) =X+ [g(X) - xm]em .

Si g es diferenciable en algan punto a € E, también lo es G. La matriz
[, ] del operador G'(a) tiene como m-ésimo renglon a
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(l l) (Dlg)(a)s v (Dm g)(a)s sy (Dn g)(a)

para j # m, se tiene oy = 1y oy = 0si i # j. El Jacobiano de G en a esta
dado entonces por

(12 J¢(a) = det[G'(a)] = (Dn £)(2),

y se ve (por el Teorema 9.36) que G’(a) es invertible si y solo si (D, g)@a) #
# 0.

10.6 Definicion Un operador lineal B sobre R” que intercambia algiin par
de miembros de la base estandar y deja fijos a otros, se denomira un flip.
Por ejemplo, el flip B sobre R* que intercambia e, y e, tiene la forma

(13) B(x, e, + x,€; + X3€3 + x4e) =X, €, + x84+ X383 + X4€,
o de manera equivalente,
(14) B(xl e +x,€e; + x3e; + X4e4) =x1€ +X4€, +Xx3€3+X€,4.

Por consiguiente B puede considerarse como un intercambio de dos de las
coordenadas, en lugar de dor vectores base.

En la siguiente demostr icidn se usaran las proyecciones P,,..., P, en
R, definidas por P,x = 0y

(15) P,x=1x,e + ' + xpey,
para 1l < m < n. Entonces P,

. es la proyeccion cuyo rango y espacio nulo
estan generados por {e,..., e,} vy {e,.,,-.., €1} respectivamente.

10.7 Teorema Supongase que ¥ es un mapeo-%'de un conjunto abierto E
< R"enR", 0 € E, FO) = 0, y F'(0) es invertible.

Entonces hay una vecindad de 0 en R” en la cual es vdlida una repre-
sentacion de la forma

(16) F(X)=.Bl “'B,,_lc,,o"'OGl(X)

En (16) cada G; es un mapeo- €' primitivo en alguna vecindad de 0;
G (0) = 0, G(0) «s invertible, y cada B, es ya sea un flip o un operador
identidad.

Abreviando, (16) representa a F localmente como composicion de ma-
pros primitivos v flips.
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Demostracion Poniendo F = F,. Admitasequel =m <=n — 1,y
hagase la siguiente hipotesis de induccion (que evidentemente se
cumple para m = 1):

V,, es una vecindad de 0, F,, € ¢'(V,), F,(0) = 0, F,(0) es in-

vertible, y
(17) Pm—lFm(x)=Pm-—lx (XE Vm)'

De (17), se tiene
(18) Fm(x) = Pm-lx +Z ai(x)ei’

en donde o, ..., a, son funciones- ¢’ reales en V,,. Por consiguiente,

(19) Fy(0)e, = ¥ (D 2)(Oe;.

Como F,, (0) es invertible, el miembro izquierdo de (19) no es 0, y por
lo tanto hay un k talque m < k < ny (D, o )0) # 0.

Sea B, el flip que intercambia m y este k (si k = m, B, es la
identidad) y definase

(20) Gn(®) = x + [o(X) — xnle,  (XE V).

Entonces G,, € ¥'(V,,), G, es primitivo, y G, (0) es invertible,
ya que (D,, o )(0) # 0.

Por tanto, el teorema de la funcion inversa muestra que hay un
conjunto abierto U, con 0 € U, < V,, tal que G, es un mapeo 1-1

de U, sobre una vecindad V,,,, de 0, en la cual G;' es continuamente
diferenciable. Si se define F,,,, como

m+

(21) Fm+1(y) = BmFm ° G;l(y) (y € Vm+1)'

Entonces F,,, ¢ ¢'(V,,.1), F,,.(0) = 0, y F,_ ,(0) es inver-

tible (debido a la regla de la cadena). También para x € U,

(22) P,F, (G, (x))=P,B,F,(x)
=P, [P, X + o (X)e, + -]
=P, X + o (x)e,
=P, G,(x)

asi que

(23) . Pm Fm+l(y) = Pmy (y € Vm+1)'
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La hipotesis de inducciébn se cumple por tanto con m + 1 en lugar de m.
[En (22) se usd primero (21), después (18) y la definicion de B,,;
después, la definicion de P,, v finalmente (20).]
Debido a que BB, = I, (21) con y = G, (x), es equivalente a

(24) Fu(x) = B, F,.1(Gn(X))  (xeU,).
Si se aplica estoconm = 1,..., n — 1, se obtiene

F=F, =BF,-G,
=B182F3°G2°G1= et
=B By 1F, oGy 100Gy

en alguna vecindad de 0. Por (17), F, es primitivo. Esto completa la
demostracion.

PARTICIONES DE LA UNIDAD

10.8 Teorema Supébngase que K es un subconjunto compacto de R", y
{V.} es una cubierta abierta de K. Entonces existen funciones {,,..., y, €
% (R") tales que

(@ 0<y <lparal =i < s
(b) cada Y, tiene su soporte en algun V,, y
() yy(x) + - + Y, (x) = 1 para cada x € K.

A causa de (¢), {y,;} se llama una pdrticién de la unidad, y (b) se
expresa algunas veces diciendo que {y,} estd subordinada a la cubierta {V,].

Corolario Si f € ¥ (R") y el soporie de f estd en K, entonces

25) f= Y.
Cada y; tiene su soporte en algun V..

Lo importante de (25) es que proporciona una representacion de f
como una suma de funciones continuas y,f con soportes ‘‘pequefios’’.

Demostracion Se asocia con cada x € K un indice o(x) de manera
que x € V,,,. Entonces hay bolas abiertas B(x) y W(x), con centro en
X, tales que

(26) B(x) € W(x) = W(X) © V-
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Como K es compacto, hay puntos x,,..., X, en K tales que

27) K< B(x,) v U B(x,).
Por (26) hay funciones ¢,,..., ¢, € (R"), tales que ¢;(x) = 1 sobre
B(x.), ¢;(x) = 0 fuera de W(x), y0 < ¢, (x) < 1 sobre R". Se define
W =9y

(28) Viei =1 =) (1 = 0)0i41
parai =1,...,s — 1.

Las propiedades (a) y (b) son claras. La relacion
(29) Y+ HYi=1=(1 =) (1 —9)

es trivial para i = 1. Si se cumple (29) para algin / < s, la adicion de
(28) y (29) produce (29) con i + 1 en lugar de i. Se deduce que

S

(30 Yw@=1-T1-e®@ k).

i=1

Si x € K, entonces x € B(x;) para algiin i, en consecuencia ¢,(x) = 1,
y el producto en (30) es 0. Esto demuestra (c).

CAMBIO DE VARIABLE

Se describira ahora el efecto de un cambio de variables en una integral
multiple. Para facilitar esto, nos restringiremos a funciones continuas con
soporte compacto, aunque esto es demasiado restrictivo para la mayoria de
las aplicaciones. Esto se ilustra por medio de los Ejercicios 9 al 13.

10.9 Teorema Supongamos que T es un mapeo- €’ 1-1 de un conjunto
abierto E < R* en R*, tal que J.(x) #+ 0 para todo x € E. Si f es una
funcion continua en R*, cuyo soporte es compacto y esta en T(E), entonces

@D [ s@dy=] sTE)] dx

Recordemos que J; es el Jacobiano de 7. La hipotesis J,(x) # 0
implica por el teorema de la funcion inversa, que 7' es continua en T(E),
lo que asegura que el integrando del segundo miembro de (31) tiene soporte
compacto en E. (Teorema 4.14). ’

La aparicion del valor absoluto de J,(x) en (31) requiere un comenta-
rio. Consideremos el caso k = 1, y supongamos que 7 es un mapeo- €’ 1-1
de R! sobre R!'. Entonces J-(x) = T'(x), y si T es creciente, tenemos
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[ royay=[ FTeT () dx,
R R!

por los Teoremas 6.19 y 6.17, para toda f continua con soporte compacto.
Pero si T decrece, sera T'(x) < 0, y si f es positiva en el interior de su
soporte, el primer miembro de (32) es positivo y el segundo negativo. Si se
sustituye 7’ por |T’| en (32), se obtiene una ecuaciodn correcta.

Hasta ahora hemos considerado integrales de funciones sobre conjun-

tos de R* sin asociar orientacion ni direccion con estos subconjuntos. Cuan-
do lleguemos a la integracion de formas diferenciales sobre superficies,
adoptaremos un punto de vista diferente.

(33)

Demostracion De las ~bservaciones que acab:émos de hacer, se de-
duce que (31) es cierta si T es un mapeo- ¢’ primitivo (ver la Defini-
cion 10.5) y ¢l Teorema 10.2 demuestra también que (31) es cierta si T
es una aplicacion lineal que intercambia solamente dos coordenadas.

Si el teorema es cierto para las transformaciones P, Q y si S(x)

= P(Q(x)), sera
[r@ dz=[ 1) dy
= [ F(PEMIIH(Q)| 17031 dx
= [ 1S 1Isx)| dx,

puesto que

Jp(Q(X))g(x) = det P(Q(x)) det Q'(x)
= det P(Q(x))Q'(x) = det §'(x) = J5(x),

por el teorema de la multiplicacion de determinantes y la regla de la
cadena. Asi, pues, el teorema es cierto también para S.
Cada punto a € F tiene una vecindad U, en la cual

T(x)=T(a) + By "'+ By_1Gy o Gy_y o o Gy(x—a),

donde G;, B; son como en el Teorema 10.7. Suponiendo que V =
= T(U), se deduce que se cumple (31) si el soporte de f esta en V.
Asi:
Todo punto T(E) tiene una vecindad V, tal que se cumple (31)
para toda f continua, cuyo soporte esta en V,.
Sea, ahora, f una funcidén continua con soporte compacto K <
T(E). Como (V,} cubre a K, el Corolario del Teorema 10.8 muestra

que f = Iy, donde cada y; es continua, y cada ; tiene su soporte en
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algiin V,. Por esto se cumple (31) para cada y,f, y en consecuencia,
también para su suma.

FORMAS DIFERENCIALES

Ahora se desarrollaran los mecanismos necesarios para la version en n di-
mensiones del teorema fundamental del calculo, que cominmente se llama
teorema de Stokes. La forma original del teorema de Stokes surge en aplica-
ciones del analisis vectorial al electromagnetismo y fue establecido en térmi-
nos del rotacional de un campo vectorial. Otros casos especiales son el teorema
de Green y el de la divergencia. Estos temas se estudian brevemente al fi-
nal del capitulo.

Un detalle curioso del teorema de Stokes es que la Gnica cosa dificil
acerca de €l, es la estructura elaborada de definiciones gue son necesarias pa-
ra su postulacion. Estas definiciones se refieren a formas diferenciales, sus
derivadas, fronteras y orientacion. Una vez que se han entendido estos con-
ceptos, el establecimiento del teorema es muy breve y conciso, y su de-
mostracion presenta muy poca dificultad.

Hasta, ahora, hemos considerado derivadas de funciones de varias va-
riables solamente para funciones definidas en conjuntos abiertos, lo que se
hizo por conveniencia para que nos permitiera soslayar las dificultades que
se presentan en los puntos frontera. Sin embargo, es conveniente ahora estu-
diar las funcioes diferenciables en conjuntos compactos. En consecuencia,
adoptaremos el siguiente convenio: Decir que f es un mapeo- €’ (0 un
mapeo- ¥€”) de un conjunto compacto D < R* en R”, significa que hay
un mapeo- €’ (o un mapeo- ¢”) g de un conjunto abierto W < R* en R”,
tal que D <« W'y que g(x) = f(x) para todo x € D.

10.10 Definicion Supongamos que E es un conjunto abierto en R”. Una
k-superficie en E es un mapeo- ¢’ ® de un conjunto compacto D < R* en E.

A D se le llama dominio de pardmetros de ®. Representaremos los
puntos de D por u = (4,..., 4).

Nos limitaremos al caso sencillo en que D es, o bien, una k-celda o el
k-simplex Q* descrito en el Ejemplo 10.4. La razon de esto es que tendremos
que integrar scbre D, y todavia no hemos desarrollado una teoria de integra-
cion sobre conjuntos mas complicados en R*. Se vera que esta limitacion a
D (que haremos tacitamente desde ahora) no entrafia pérdida de generalidad
considerable en la teoria resultante de las formas diferenciales.

Notese que las superficies-k en E estan definidas como mapeos en E,
no como subconjuntos de E. La comparacion con la Definicion 6.26 muestra
que las superficies-1 no son mas que curvas continuamente diferenciables.

10.11 Definicion Supongamos que E es un conjunto abierto en R”. Una
Jorma diferencial de orden k = 1 en E (brevemente, una k-forma en E) es
una funcién w, representada simbolicamente por la suma
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(34) o=y a; ..., (Xdx;, A Adx;,
(los indices i, ..., i varian, independientemente, de 1 a n), que asigna a ca-
da k-superficie ® en E un namero w(®) = {, w, de acuerdo con la regla

ax; ey Xi)
35 = i (O)) —————E g,
3% fmw L)Za” w{(PW) O(uys ..., uy) !
donde D es ¢l dominio de parametros de &.
Las funciones g, ..., sesuponen reales y continuas en E. Si ¢,,..., ¢,
son las componentes de ¢, el Jacobiano de (35) es el determinado por la
aplicacion

(g s u) > (@, ), ..., &, (W)

Obsérvese que el segundo miembro de (35) es una integral sobre D, de-
finida del modo hecho en la Definicion 10.1 (o el Ejemplo 10.4) y que (35) es
la definicién del simbolo |,w.

Se dice que una k-forma w es la de clase €’ o %" si las funciones
a,..., en (34) son todas de clase ¢’ o %"

Una 0-forma en F esta definida como una funcion continua en E.
10.12 Ejemplos

(a) Sea+y una superficie-1 (una curva de clase €’) en R?, con domi-
nio de parametros [0, 1].
Si se escribe (x,,2) en lugar de (x,,x,,x,), ¥ se pone

w=xdy+ydx.

Entonces

[w= jol [n(7a(t) + 721 dt = nDra(1) = 1 O:00).

Notese que en este ejemplo { «» depende solo del punto inicial
v(0) y del punto final y(1) de . En particular, para cada curva cerra-
da v se tiene | w = 0. (Como se vera después, esto es valido para cada
1-forma w que sea exacta.)

A las integrales de las 1-formas se les llama comunmente in-
tegrales de linea.
(b) Sicona > 0, b> 0 fijos, se define

y(t)=(acost,bsent) (0<¢<2n),
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de manera que +y es una curva cerrada en R2. (Su rango es una elipse.)
Entonces,

f xdy = j:"ab cos® t dt = nab,

Y

mientras que

2r
fydx=—f ab sen? t dt = —nab.
¥ ]

Notese que {.x dy es el area de la region acotada por v. Este es
un caso especial del teorema de Green.
(c) Sea D la 3-celda definida por
0<r<li, 0<0<mn, 0<o¢p<2m

Si se define &(r,0,¢) = (x,5,2), en donde

x = rsenf cos ¢
y=rsenfseng

z=rcosf.
Entonces
Jo(r, 0, @) = 22:—;’(3 =r?sen 0.
De aqui que
36) fmdx Ady Adz= J-DJQ = 4?7r

Notese que ¢ mapea D sobre la bola unitaria cerrada de R?, y que el
mapeo es 1-1 en el interior de D (pero que algunos puntos frontera se identi-
fican por medio de ®), y finalmente, que la integral (36) es igual al volumen
de ®(D).

10.13 Propiedades elementales Sean w, w,, «, k-formas en E. Se escribe
w, = w, siy solosiw(P) = w,(P) para cada k-superficie  en E. En particu-
lar, w = 0 significa que «w(®) = 0 para cada k-superficie ¢ en E. Si ¢ es un
namero real, entonces cw es la k-forma definida por

37 foca) =c L w,
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Yo = w, + w, significa que

38) Lw = Lwl + fowz

para cada k-superficie & en E. Notese como caso especial de (37) que —w se
define de manera que

—-w)=—| do.
(39 [Co=-]
Considérese una k-forma
(40) o=aX)dx; A" A dx;,

y sea w la k-forma que se obtiene al intercambiar algiin par de subindices en
(40). Si se combinan (35) y (39) teniendo en cuenta que un determinante
cambia de signo si dos de sus renglones se intercambian, entonces se ve que

41) b= —o.

Como un caso especial de esto, notese que se cumple la relacion anti-
conmutativa

para todo i y j. En particular,
43) dx; Adx;=0 (i=1...,n).

De manera mas general, volviendo a (40), y suponiendo que i = i, pa-
ra algiin r # s. Si estos dos subindices se intercambian, entonces @ = w, de
aqui que por (41), w = 0.

Dicho de otra manera, si w estd dado por (40), entonces w = 0 a me-
nos que los subindices i, ..., i, sean todos distintos.

Si w estd como en (34), pueden omitirse entonces los sumandos con
subindices repetidos sin cambiar w.

Se deduce que 0 es la Gnica k-forma en cualquier subconjunto abierto
de R", si k > n.

La anticonmutatividad dada en (42) es la razon por la cual se prestd
demasiada atencion a los signos menos cuando se estudiaron formas dife-
renciables.

10.14 k-formas basicas Si i,..., i son enteros tales que I =< i < i

<+ <k =n,ysilesla k-ada ordenada {i,..., i}, entonces 7 se llama
un k-indice creciente y se usa la notacion abreviada
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(44) dxy=dx; A -+ Adx;, .
Estas formas dx; son las llamadas k-formas bdsicas en R".

No es dificil verificar que hay exactamente n!/k/(n — k)! k-formas
basicas en R”; no obstante, no se usaran.

Es mucho mas importante el hecho de que cada k-forma puede repre-
sentarse en términos de k-formas basicas. Para poder ver esto, notese que
cada k-tupla {j,..., j.} de enteros distintos puede convertirse a un k-indice
creciente J por medio de un niimero finito de intercambios de parejas; cada
una de estas cantidades para una multiplicacibn por —1, como se vio en la
seccion 10.13; por consiguiente
45) dxj, A Adxg = ey, -, k) dxy
en donde ¢(j,..., j;) es 1 o —1, dependiendo del niimero de intercambios
que se necesiten. En efecto, se puede ver facilmente que

(46) e(jl’ '--’jk)::s(jl’ ’]k)

en donde s es la de la Definicion 9.33.
Por ejemplo,

dx; Adxs Adxs Adxy, = —dx, Adx, Adxy Adxs

dx, Adxy ANdxy=dx, Adxs Adx,.

Si cada k-ada en (34) se convierte en un k-indice creciente, entonces se
obtiene la llamada representacion estindar de w:

47 o= ; by(x) dx;.

La sumatoria en (47) se extiende sobre todos los k-indices crecientes /. [Por
supuesto, cada k-indice creciente surge de muchas (para ser precisos de k!)
k-ada. Cada b, en (47) puede ser entonces una suma de varios de los coefi-
cientes que aparecen en (34).]

Por ejemplo,

Xy dxy, Adxy — X, dxs Adx, + x3dx, Adxy+dxy Adx,
es una 2-forma en R? cuya representacion estandar es

(1~ xy)dx; Adxy + (x5 + x3) dxy A dxs.
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Una de las principales razones para la introduccion de la representa-

cibn estandar de una k-forma la da el siguiente teorema de unicidad.

10.15 Teorema Supdngase que

(4%

w= EI: by(x) dx;

es la representacion estandar de una k-forma » en un conjunto abierto E c
R". Siw = 0 en E, entonces b,(x) = 0 para cada k-indice creciente I y para
cada x € E.

Notese que la proposicion analoga seria falsa para sumas como la (34),

ya que, por ejemplo,

(49)

(50)

dx; Adx, +dx; Adx;=0.

Demostracion Para llegar a una contradiccion, admitamos que b,(v)
> 0 para algin v € E y algin k-indice creciente J = {j,..., j.}. Co-
mo b, es continua, existe & > 0 tal que b,(x) > 0 para todo x € R"
cuyas coordenadas satisfagan [x. — v,| < A. Sea D la k-celda en R*
tal que w € Dsi, ysolosi |u,| < hparar = 1,..., k. Si se define

Ou) =v + i uce; (ue D).
r=1

Entonces & es una k-superficie en E, con dominio de parametros D, y
b,(¥(u)) > 0 para cada u € D.
Se requiere que

Lw = be,(cb(u)) du,

Ya que el miembro derecho de (50) es positivo, se deduce que w(P) #
# 0. Por consiguiente (50) proporciona la contradiccion.

Apliquese (35) a (48) para demostrar (50). Para ser mas especifi-
cos, calcilense los Jacobianos que aparecen en (35). De (49),

(x5 + - vs Xj,) -1
0(uy, .5 )

Para cualquier otro k-indice creciente I # J, el Jacobiano es 0, por-
que es el determinante de una matriz que tiene al menos un renglon
de ceros.

10.16 Productos de k-formas basicas SupoOngase que

(51

I={il!"”ip}7 J={jl""’jq}
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donde 1 = < -+ <i <=nyl =j <-: <j, = n.Elproducto de las
formas basicas correspondientes dx, y dx, en R” es una (p + g)-forma en
R, representada por el simbolo dx; A dx,, y definida por

(52) dxy ndxy=dx; A" Adxg Adxj A Ndxg
Si Iy J tienen un elemento en comun, entonces de la seccion 10.13 se
puede ver que dx, A dx, = 0.
Si I 'y J no tienen elementos en coman, se escribe [I,J] para el (p + q)
-indice creciente que se obtiene ordenando los miembros de / v J en forma
creciente. Entonces dx;,,, es una (p + g)-forma basica. Se requiere que

(53) ‘ dx, A dXJ = (“‘ l)a dX[L J3

donde « es el namero de diferencias j, — i que son negativas. (El namero de
diferencias positivas es entonces pqg — «.)

Para demostrar (53), se efecthian las siguientes operaciones en los
nameros

(54) s veesdpsJisensdge

Ahora se mueve i, a la derecha, paso a paso, hasta que su vecino izquierdo
sea menor que i,. El nimero de pasos es el de subindices ¢ tales que i, < j.
(Nétese que una posibilidad distinta son 0 pasos.) En seguida se hace lo mis-
mo para i,_,..., i,. El nimero total de pasos que se toman es «. El ordena-
miento final que se alcanza es [1,J]. Cuando se aplica cada paso al miembro
derecho de (52), muitiplica dx, A dx, por — 1. En consecuencia, se cumple (53).

Notese que el miembro derecho de (53) es la representacion estandar de
dx, A dx,.

En seguida, sea K = (k,,..., k.) un r-indice creciente en {1,..., n}. Se
usara (53) para demostrar que

(55) (dx; A dxy) A dxg =dx; A (dxy A dxg).

Si de los conjuntos /1, J, K dos de ellos tienen un elemento en comun,
entonces cada miembro de (55) es 0; por lo tanto, son iguales.

Asi que supongase que I, J, K son ajenos por pares. Sea [, J, K] el (p
+ g + r)-indice creciente obtenido de sus uniones. Asociese 8 con la pareja
ordenada (J, K) y v con la pareja ordenada (/, K) en la misma forma que «
se asocio con [I, J] en (53). Entonces el miembro izquierdo de (55) es, apli-
cando (53) dos veces,

(=" dx[l, N Adxg = (—=1) 'l)ﬂ” dx[l.], K1
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y el miembro derecho de (55) es
(-1 dx; A dxw, x=(— DA(—1)**7 dxyy, 5, K]-
En consecuencia (55) es correcta.

10.17 Multiplicacién Supobngase que « y A son p- y g-formas, respectiva-
mente, en alglin conjunto abierto £ = R”, con representaciones estandar

(56) 0= b dy, A= Y ¢/x) ds,

en donde / y J varian sobre todos los p-indices crecientes y sobre todos los
g-indices crecientes tomados del conjunto {1,..., n}.
Su producto, representado por el simbolo w A \, esta definido como

(57 o Ad=Y bx)c,(x)dx; A dx;.
47

En esta suma, / y J varian independientemente sobre sus posibles valores, y
dx; A dx, esta dada como en la seccion 10.16. Por esto w A X es una (p + q)
-forma en E.

Es facil ver (los detalles se dejan como ejercicio) que las leyes distri-
butivas

(W, + @) Ad=(w; A+ (wy AR

oA +A)=(@Al)+ (@A)

se cumplen, con respecto a la adiciébn definida en la seccion 19.13. Si se com-
binan estas leyes distributivas con (55), se obtiene la ley asociativa

(58) (WAa)Adg=wA(AA0)
para formas arbitrarias w, A, o en E.
En esta presentacion se admitio ticitamente que p = 1l y g = 1. El

producto de una 0-forma f con la p-forma « dada por (56) se define sencilla-
mente como la p-forma

Jo=of = ;f (x)by(x) dx;.

Cuando f es una 0-forma, se acostumbra escribir fw, en-lugar de f A w.
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10.18 Diferenciacion Se definira ahora un operador diferenciacion d que
asocia una (k + 1)-forma dw con cada k-forma w de clase %’ en algiin con-
junto abierto E < R~.

Una O-forma de clase €’ en E es una funcion real f € € '(E), y se
define

(59 df = 3 (DY) dx;.

Si w = Xb(x) dx, es la presentacion estandar de una k-forma w, y b, €
%’'(E) para cada k-indice creciente I, entonces se define

(60) dw=;(db,)Adx,.

10.19 Ejemplo SupoOngase que E es abierto en R"f € %’(E), y v es una
curva continuamente diferenciable en E, con dominio [0, 1]. De (59) y (35)
se tiene que

1 n
®1) [ar=] ¥ @NoONE) .
y 0i=1
Por la regla de la cadena, el Gltimo integrando es (f - y)'(¢). De aqui que
(62) [ ar= 1) - fao),
b4

y se ve que | dy es la misma para toda vy con el mismo punto inicial y final,
de la misma manera que en (a) del Ejemplo 10.12.

Por tanto, al comparar con el Ejemplo 10.12(b), puede verse que la
1-forma x_ dy no es la derivada de cualquier O-forma f. Esto puede inferirse
también de la parte (b) del’siguiente teorema, debido a que

d(x dy)=dx ndy #0.
10.20 Teorema

(@) Siwy\ son k-y m-formas, respectivamente, de clase €' en E,
entonces

(63) dw Al ={w) AL+ (—1Do Adi
(b) Siw es de clase €"-en E, entonces d*w = 0.

Aqui, por supuesto que d*w significa d(dw).
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Demostracion Debido a (57) y (60), se deduce (a) si se demuestra
(63) para el caso especial

(64) o = fdxy, A=gdx,
en donde f,g € ¥'(E), dx, es una k-forma basica, y dx, es una
m-forma basica. (Si kK 0 m o ambas son 0, simplemente se omite dx, o
dx, en (64); la siguiente demostracion no se ve afectada por esto.)
Entonces,

o AA=fgdx; Adx;.

Admitamos que 7/ y J no tienen elementos en comin. [En otro caso,
cada uno de los tres términos de (63) es 0.] Usando (53), se obtiene

d(w A }») = d(fg de A de) =(" 1)“ d(fg dxu, ]]) .
De (59), d(fg) = fdg + g df. Por esto (60) nos da

dw A ) =(=1)*(fdg + gdf) A dxy jy
= (gdf + fdg) A dx; A dx;.

Como dg es una 1-forma y dx, es una k-forma se obtiene
cg Adxp=(—=1*dx; A dg,
de (42). En consecuencia

d(w A 2) = (df A dxp) A(gdxy) + (=D (fdx;) A (dg A dx;)
= (dw) A A+ (-0 A d],

lo cual demuestra (a).

Notese que la ley asociativa (58) se us6 con libertad.

Para demostrar la parte (b) considérese primero una 0-forma f
e €

a=d( 0,1 )

M=

d(D,f) A dx;

J

(D f)(x) dx; A dx;.

1

=

i
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Como D,f = D,f (por el Teorema 9.41) y dx; A dx; = —dx, A dx,,
puede verse que d*f = 0.

Si como en (64) w = f dx,, entonces dw = (df) A dx,. Y por
(60), d(dx;)) = 0.

Por lo anterior (63) muestra que

d*w = (d*f) Adx;=0.

10.21 Cambio de variables SupoOngase que £ es un conjunto abierto en
R, T es un mapeo- ¢’ de E en un conjunto abierto V < R™, y w €s una
k-forma en V, cuya presentacion estandar es

(65) = ; b(y)dy,.

(Se usara y para puntos de V, y x para puntos de E.)
Sean ¢,..., f, las componentes de T: Si

y=(y1""9ym)=T(x)

entonces y, = £(x). Como en (59),

(66) di, =.2(DJ DX dx;  (1<i<m).

Entonces cada dr, es una 1-forma en E.
El mapeo 7 transforma w en una k-forma w, en E, cuya definicion es

(67 wr=Y b(TX)dt;, A+ A dt .
I

En cada sumando de (67), I = {i,..., i} es un k-indice creciente.

El siguiente teorema muestra que la adicion, multiplicacion y diferen-
ciacion de formas estan definidas de tal manera que conmutan con cambios
de variables.

10.22 Teorema Con E y T dadas como en la seccién 10.21, sean w y \ las
k-y m-formas en V, respectivamente. Entonces

@ (w+ Ny =wr+Nsik=m
(b) (@AN; = wr AN
(¢) d(wy) = (dw); si w es de clase €' y T es de clase €.

Demostracion De las definiciones se deduce inmediatamente la parte
(a). La parte (b) es casi obvia, una vez que se da uno cuenta que

(68) @i, Ao Ady)p=dt, Accc Adl



(69)

(70)
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sin importar si {i,..., i} es creciente o no; (68) es valida porque se
necesita el mismo nimero de signos menos en cada miembro de (68)
para producir los reordenamientos crecientes.

Volviendo a la demostracion de (c), si f es una 0-forma de clase
%’ en V, entonces

X)) =/Tx), df= ; (D)) dy;.
de la regla de la cadena se deduce que
d(fr) = jZ (Dif1)(x) dx;
= ; ‘Z (D NT (X))D; 1;)(x) dx;
= ':Z, (Dif XT (x)) dt;
= (d)r.

Sidy, = dy,, A-*Ady,, entonces (dy,); = dt;, A---Adl,, y el Teore-
ma 10.20 muestra que

d((dy )r) = 0.

(Aqui es donde se usa la suposicion T € €".)
Admitase ahora que w = f dy,. Entonces

or = fr(x) @y )r
y los calculos anteriores conducen a

d(wr) = d(fr) A ([dyDr=@Nr A @yD)r
= ((df) A dyp)r = (do)r.

De (63) y (70) se ve que la primera igualdad se cumple, la segunda se
cumple por (69), la tercera por la parte (b) y la Gltima a partir de la
definicion de dw.

El caso general de (c) se deduce del caso especial ya demostra-
do, si se aplica (a). Esto completa la demostracion.

Nuestro siguiente objetivo es el Teorema 10.25. Este se deducira direc-

tamente a partir de otras dos propiedades importantes de transformacion de
formas diferenciales, que se estableceran primero.
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10.23 Teorema Supongamos que T es mapeo- €' de un conjunto abierto
E < R" en un conjunto abierto V < R"™, S es un mapeo- ¢’ de V en un
conjunto abierto W < RP, y w es una k-forma en W, de modo que w €s una
k-forma en V y lo mismo (w); que wsr son k-formas en E, donde ST estaq
definida por (ST)x) = S(¥ x)). Entonces

an (ws)r = wsr-

Demostracion Si w y A son formas en W, el Teorema 10.22 muestra
que

(@ A Ds)r = (05 A Ag)r = (0s)r A (A9)r

(0 A st = wsr A Ast.

Asi pues, si se cumple (71) para w y A\, se deduce que también se
cumple para w A . Como cada forma se puede construir a partir de
0-formas y 1-formas por adicion y multiplicacidon, y como (71) es tri-
vial para las 0-formas, es suficiente probar (71) en el caso w = dz,, @

= 1,..., p. (Representaremos los puntos de E, V, W, por x, y, z, res-
pectivamente.)

Sean ¢, ..., t, los componentes de 7, s,,..., s, los componentes
de S,y r,..., r, los componentes de ST. Si w = dz,, sera

w5 = ds, = 3 (D;5)05)

de modo que la regla de la cadena implica
(ws)r = ; (D5, )(T (x)) dt;
= ; (D5, (T (x)) ; (D 4;)(x) dx;
= }i: (D;r )(x) dx; = dr, = wgr.

10.24 Teorema Supongamos que w es una k-forma en un conjunto abier-
to E < R", & es una k-superficie en E, con dominio de parametros D <
R*, y A es la k-superficie en R*, con dominio de parémetros D definido por
A(u) = uw(u € D). Entonces
J‘ w = J‘ (Do .
® A

Demostracion Tenemos que considerar solamente el caso

w=aXx)dx;, A Adx,.
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Si ¢,,..., ¢, son los componentes de ®, entonces
we = a(@m)) dp;, A >+ A d,, .
Se deducira el teorema, si podemos demostrar que
(72) dp;, A - Adp, =J)duy A - A duy,
donde

00X, o v vy Xy)

T = P

pues (72) implica
f w= f a(®(u))J(u) du
[\ D
= j a(@W)J@) du, A - A du = f 0.

Sea [+ ] la matriz k por k con elementos
(Z(p, q)= (Dq¢i,)(u) (P,q= 19 -'-’k)~

Entonces,

do;, = ) a(p,q) du,

q

de modo que
dy, A -+ Adp, =) a(l,q) - alk,q)du, A A du,.

En esta dltima suma, g,..., g, varian independientemente sobre
1,..., k. La relacion anticonmutativa (42) implica que
dug A Adug =5(qy, ..., Q) duy A A diy,

donde s es como en la Definicion 9.33; aplicando esta definicion ve-
mos que

dp; A " Adp, =det[A]du; A - A duy;
y como J(u) = det [4], queda demostrada (72).

La conclusién final de esta seccion combina los dos teoremas precedentes.
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10.25 Teorema Supdngase que T es un mapeo- €' de un conjunto abierto
E < R” en un conjunto abierto V < R™, ® es una k-superficieen E, y w es
una k-forma en V.

Entonces,

j w=ij.
T® [

Demostracion Sea D el dominio de parametros de ¢ (por esto tam-
bién de 7®) y A definida como en el Teorema 10.24.
Entonces,

frmw = waTO = fA (01)e = J:DCUT-

La primera de estas desigualdades es el Teorema 10.24, aplicado a 7
en lugar de ®. La segunda se deduce del Teorema 10.23. La tercera es
el Teorema 10.24, con w, en lugar de w.

CADENAS Y SIMPLEX

10.26 Simplex afines Un mapeo f que lleva un espacio vectorial X en un
espacio vectorial Y se dice que es afin si f — f(0) es lineal. En otras palabras,
se requiere que

(73) f(x) = £(0) + Ax

para algin A € L(X, Y).

Entonces un mapeo afin de R* en R” se determina si se conocen f(0) y
f(e) para 1 < i < k; como de costumbre, fe,..., e} es la base estandar
de R*.

Se define el simplex esténdar como el conjunto Q% de todos los u € R*
de la forma

(74) u=7y oe;
i=1
talesque oy, = Oparai =1,..., ky Xa, < 1.
Supongase ahora que p,, p,,..., P, son puntos de R". Se define el

k-simplex afin orientado
(75) 0=1[Po,Pr,---s Pl

como la k-superficie en R" con dominio de parametros Q% dado por el ma-
peo afin
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k
(76) o(ae, + -+ + o€) =po + Zlai(pi - Po)-

Noétese que o se caracteriza por

X)) 60) =po, o(e)=p; (paral <i<k),
y que
(78) o(u) = po + Au (me 0%

endonde A € L(R¥, R")yAe = p, — p,paral < i < k.
Llamamos a ¢ orientado para recalcar que se ha tenido en cuenta el or-
den de los vértices py,..., p;. Si

(79) 6=[piospi1""’pik]’

donde {i,#,..., i} es una permutacion del conjunto ordenado {0, 1,..., k}
adoptaremos la notacion

(80) 6=S(io,i1, veey ik)O’,

siendo s la funcion definida en la Definiciébn 9.33. Asi que ¢ = = o, depen-
diendodesis = 1 os = —1. Hablando con rigor, habiendo adoptado (75),
y (76) como definicion de o, no escribiriamos & = o si no fuera j, = 0,..., i
= k, aun cuando s{i,..., i) = 1; lo cual consideramos ahora es una rela-
cion de equivalencia, no una igualdad. Sin embargo, para nuestro objeto, se
justifica la notacion, por el Teorema 10.27.

Si @ = ¢o (utilizando el convenio anterior) y si ¢ = 1, decimos que ¢ y
o tiene la misma orientacién; si ¢ = —1, se dice que G y ¢ tienen orienta-
ciones opuestas. Obsérvese que no hemos definido lo que entendemos por
«orientacion de un simplex». Lo que hemos definido es una relacion entre
pares de simplex que tienen el mismo conjunto de vértices, siendo esta rela-
cion la de «tener la misma orientacion».

Sin embargo, existe una situacion en la cual la orientacibn de un
simplex se puede definir de manera natural. Esta ocurre cuando n =
= k y los vectores p, - p, (1 < i < k) son independientes. En ese caso, la
transformacion lineal A que aparece en (78) es invertible, y su determinante
(que es el mismo que el Jacobiano de o) no es 0. Se dice entonces que o esta
orientado positivamente (0 negativamente) si det A es positivo (0 negativo).
En particular, el simplex [0,e,,..., €] en R*, dado por el mapeo identidad,
tiene orientacién positiva.

Hasta ahora hemos supuesto k = 1. Un 0-simplex orientado se define
como un’'punto al que se le atribuye un signo. Escribimos ¢ = +p, 00 =
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= —P. Sio = gpye = £ 1), y fes una O-forma (esto es, una funcion
real), definiremos

[ 7=a00.

10.27 Teorema Si o es un k-simplex rectilineo orientado en un conjunto
abierto E <« R" y si & = eo,

(81) f_w = sf o
para toda k-forma w en E.

Demostracion Para k = 0, de la anterior definicion, se deduce (81).
Asi, admitiremos que £ = 1 y que ¢ esta dada por (75).

Supongamos que 1 < j < k, y que se obtiene & de ¢ permutan-
dom y p. Entonces, e = —1,y

du)=p;+Bu  (ue 0,

donde B es el mapeo lineal de R* en R" definido por Be, = p, — p,
Be, = p, — p, sii # j. Siescribimos Ae, = x, (1 < i < k), donde A
esta dado por (78), los vectores columna de B (esto es, los vectores
Be) son

Xy —xj, .A.,Xj_l ’—XJ, —Xj, Xj+1 —xj', ...,xk—xj.

Si restamos la columna j-ésima de cada una de las otras, ninguno de
los determinantes (35) queda afectado, y obtendremos columnas x,,...,
X_1, —X, X,y,..., X, que defieren de las de A solamente en el signo
de la columna j-ésima. Por tanto, en este caso se cumple (81).

Supongamos, ahora, que 0 < i < j < k ¥y que ¢ se obtiene de ¢
permutando p, y p,. Entonces, 6(u) = p, + Cu, donde C tiene las
mismas columnas que A, excepto que se han permutado la j-ésima y
la i-ésima; esto implica de nuevo, que se cumple (81), pues ¢ = —1.

El caso general se deduce teniendo en cuenta que toda permuta-
cibn de {0, 1,..., £} es una combinacibn de los casos particulares que
hemos considerado.

10.28 Definicion Una k-cadena afin T' en un conjunto abierto E < R" es
una coleccién de un namero finito de k-simplices afines orientados o,,..., g,
en E no necesariamente distintos; en I' puede ocurrir un simplex con alguna
multiplicidad. ;

SiT tiene el significado anterior, y si w es una k-forma en E, definimos



INTEGRACION DE FORMAS DIFERENCIALES 291

(82) [o=3] o

Podemos considerar una k-superficie & en £ como una funcién cuyo
dominio de definicion es la colecciéon de todas las k-formas w en E., que asig-
na el namero f,w a w. Las funciones de variables reales pueden sumarse (ver
la Definicion 4.3), por lo que (82) sugiere la notacion

(83) FT=a,+ " +o,

0, en forma reducida,

(84) r=Yo
i=1

para establecer el hecho de que ¢(82) se cumple para cada k-forma w en E.

Para evitar confusiones, las notaciones que se introdujeron en (83) y
(80) tienen que manejarse con cuidado. El hecho es que cada k-simplex afin
orientado ¢ en R" es una funcion de dos maneras con diferentes dominios y
rangos, y que por tanto, son posibles dos operaciones de adicion completa-
mente diferentes. Se definié ¢ originalmente como una funcion valuada en
R~ con dominio Q%; debido a esto o, + o, podria interpretarse como la fun-
cion o que asigna el vector a,(u) + o(u) a cada u € Q*; ndtese que entonces,
otra vez ¢ es un k-simplex afin orientado en R"! Esto no es lo que debe
entenderse por (83).

Por ejemplo, si como en (80) o, = —g, (es decir, si o, y ¢, tienen el
mismo conjunto de vértices pero estan orientados opuestamente) y siI' = o,
+ o,, entonces . w = 0 para todo w, y puede expresarse esto escribiendo

I' =000 + o, = 0. Esto no quiere decir que o,(u) + o,(u) es el vector
nulo de R".

10.29 Fronteras Para k = 1, la frontera del k-simplex afin orientado
G = [pO’ P ""pk]

se define como la (k — 1)-cadena afin

k
(85) ao=.zo(—l)j[p0""’pj—l’ pj+1""’ Pk]'
j=
Por ejemplo, si ¢ = [p,,p,,P.], entonces
00 = [py, P2] — [Po> P2] + [Pos P1] = [Po» P1) + [P1s P21 + [P2, Pol,

que coincide con la nocion usual de la frontera orientada de un triangulo.
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Obsérvese que, para 1 < j < k, el simplex g, = [my,..., P_y, Byis--es
D« ] que aparece en (85) tiene como dominio de parametros a Q%! y esta de-
finido como

(86) o,(w) = po + Bu (we @Y,
en donde B es el mapeo lineal de R*—! a R” determinado por

Bei=pi~po (Si 1SiSj—1),
Be,=pis —po (si j<i<k-—1).

El simplex

0o = [P1> P2 - - -5 Pi)s
que también aparece en (85), estd dado por el mapeo
oo(w) = p; + Bu,
endonde Be = p,, — p,paral <i <k — 1.

10.30 Cadenas y simplex diferenciables Sea T un mapeo- #” de un con-
junto abierto E < R” en un conjunto abierto ¥ < R”; no necesita ser T
uno-a-uno. Si o es un k-simplex afin orientado en E, entonces el mapeo
compuesto ¢ = T - g (que algunas veces se escribira en la forma simple To)
es una k-superficie en V, con dominio de parametros Q. A & se le llama
k-simplex orientado de clase €”.

Una coleccion finita ¥ de k-simplex orientados ®,,..., ®, de clase €”
en V se llama una k-cadena de clase €” en V. Si w es una k-forma en V se
define

o= 7
(87) f‘!’ ig:l J~0i
y se usa la notacion ¥ = &,
SiI' = Zo; es una cadena afiny &, = T o g, se define también ¥ = T o
r'o
(88) TQ o) = ) To;.

La frontera d® del k-simplex orientado & = T . g, se define como la
(k — 1)-cadena

89) 00 = T(Jo).
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Para justificar (89), obsérvese que si T es afin, entonces ® = T o g es
un k-simplex afin orientado en el cual el caso (89) no compete a la defini-
cidon, pero se ve que es consecuencia de (85). De este modo (89) generaliza es-
te caso especial.

Si lo de ® es verdadero, es inmediato que d® es de clase €.

Se define finalmente, la frontera 9¥ de la k-cadena ¥ = L&, como la
(k — 1)-cadena

(90) oW =Y 00,

10.31  Fronteras orientadas positivamente Hasta ahora se han asociado
fronteras con cadenas, no con subconjuntos de R”. Esta nocién de frontera
es exactamente la mas adecuada para establecer y demostrar el teorema de
Stokes. No obstante, es mas conveniente y se acostumbra también en aplica-
ciones, especialmente en R? o R?, hablar de ‘‘fronteras orientadas’’ de deter-
minados conjuntos. Ahora se describird brevemente esto.

Sea Q" el simplex estandar en R", y g, €l mapeo identidad ccn dominio
Q. Como se vio en la seccion 10.26, ¢, puede considerarse como un
n-simplex positivamente orientado en R”. Su frontera dg, es una (n -
— 1)-cadena afin. Esta cadena se denomina frontera positivamente orienta-
da del conjunto Q.

Por ejemplo, la frontera orientada positivamente de Q3 es

les; €5, €3] — [0, €5, €3] + [0, e, e3] — [0, ey, €,].

Sea ahora 7 un mapeo 1-1 de Q" en R", de clase %”, cuyo Jacobiano
es (al menos en el interior de Q") positivo. Sea E = T(Q"). Por el teorema
de la funcion inversa, F es la cerradura de un subconjunto abierto de R”.
Se define la frontera orientada positivamente del conjunto E como la (n —
— I)-cadena

oT = T(aao),

y esta (n — 1)-cadena puede representarse con JE.

Surge aqui una pregunta obvia: Si E = T,(Q") = L(Q) ysiT, y T,
tienen Jacobianos positivos, ¢es cierto que a7, = 37,?; es decir, ;es valida
la desigualdad

= [0}
oTy oT,

para cada (n — 1)-forma w? La respuesta es si, pero se omitira la demostra-
cion. (Como ejemplo, comparese el final de esta seccion, con el Ejercicio 17).
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Ampliando lo anterior, sea
Q=E,u:--UE,

donde E, = T,(Q*), cada 7, tiene las propiedades que tuvo 7, y los interiores
de los conjuntos E; son ajenos por parejas. Entonces la (n — 1)-cadena

oT, + - + 0T, = 8Q

se denomina frontera orientada positivamente de .
Por ejemplo, el cuadrado unitario /2 en R? es la union de ¢,(Q?) y
,(0?), donde

o,(u) = u, o(w)=¢e, +e, —u
Ambos, g, y o, tienen Jacobiano 1 > 0. Debido a que
o, = [0, e, e,], o,=[e; +e,e;,¢]
se tiene

661 = [el’ e2] - [05 eZ] + [09 el]y

0o, =[e;,e;] —[e; +e;,¢]+ [e; +e,,¢e,];
La suma de estas dos fronteras es
oI* =1[0,e,] + [e;, e, + €] + [e; + €;, €;] + [e;, 0],

es decir, la frontera orientada positivamente de 72. Notese que [e,,e,] cance-
16 a [e,,e,].

Si ® es una 2-superficie en R”, con dominio de parametros I2, enton-
ces & (considerada como una funcién sobre 2-formas) es la misma que la
2-cadena

Qoo +Doo,.
Entonces

00 = 3(® o ,) + A(® o 05)
= ®(00,) + B(80;) = OAI).

En otras palabras, si el dominio de parametros de ® es el cuadrado 72,
no se necesita hacer referencia al simplex Q?, pero puede obtenerse 4% direc-
tamente de a/-.

Se pueden encontrar otros ejemplos en los ejercicios 17 a 19.
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10.32 Ejemplo Sisedefinepara0 < u < 7,0 <v <27
T(u, v) = (senu cos v, Sen u sen v, cos u).

Entonces Z es una 2-superficie en R?, cuyo dominio de parametros es un rec-
tangulo D < R?, y cuyo rango es la esfera unitaria en R?. Su frontera es

0L =Z@D)=7y+ 72+ 73+ Va4
en donde

y, (W) = X(u, 0) = (senu, 0, cos u),

72(v) = Z(xm,v) = (0,0, — 1),

y3() = X(nt — u, 2n) = (senu, 0, —cos u),
y4(v) = (0, 2r —v) = (0, 0, 1),

con [0,7] y [0, 27} como intervalos de parametros para u y v, respectivamente.
Como v, y v, son constantes, sus derivadas son 0, por esto la integral
de cualquier 1-forma sobre v, 0 v, es 0. [Véase Ejemplo 1.12(a).]
Como v;(#) = v,(x — u), la aplicacion directa de (35) muestra que

j w=—f w
¥3 71

para cada 1-forma w. Entonces [, w = 0, y se concluye que £ = 0.

(En terminologia geografica, d< parte del polo norte N, corre hacia el
polo sur S a lo largo de un meridiano, se detiene en S, regresa a N por
el mismo meridiano y finalmente se detiene en N. Los dos viajes por el meri-
diano son en direcciones opuestas. Por tanto, las dos integrales de linea
correspondientes se cancelan una con otra. En el Ejercicio 32, hay también
una curva que aparece dos veces en la frontera, pero sin cancelacion.)

TEOREMA DE STOKES

10.33 Teorema Si ¥ es una k-cadena de clase €” en un conjunto abierto
V <« R™ysiwes una (k — 1)forma de clase €’ en V, entonces

o1 de =],

El caso k = m = 1 es nada menos que el teorema fundamental del
calculo (con una suposicion adicional de diferenciabilidad). El caso k = m
= 2 es ¢l teorema de Green, y kK = m = 3 da el llamado “‘teorema de la
divergencia’ de Gauss. El caso k = 2, m = 3 es el que originalmente des-
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cubrio Stokes. (En el libro de Spivak se resefian algunos antecedentes histori-
cos.) Estos casos especiales se estudiaran al final de este capitulo.

(92)

93)

94

(95)

Demostracion Es suficiente con demostrar que

J‘Q do> = J.am @

para cada k-simplex & orientado de clase ¥” en V.

Pero si (92) se demuestra, y si ¥ = X&,, entonces (87) y (89)
implican (91).

Fijese tal & y hagase

oc=1[0,e,..., ¢l

Por lo anterior, o es el k-simplex afin orientado con dominio de para-
metro Qf definido por el mapeo identidad. Como & esta también de-
finido sobre Q* (véase Definicion 10.30) y & € %", hay un conjunto
abierto E < R* que contiene a Q%, y un mapeo- ¢"T de E en V tal
que ® = T o o. Por los Teoremas 10.25 y 10.22(c), el miembro iz-
quierdo de (92) es igual a

do= L(dw), - fdd(w,).

Otra aplicacion del Teorema 10.25 muestra, por (89), que el miembro
derecho de (92) es

f @ = f w = (01' .
(Ta) T(da) oo

Como w; es una (k — 1)-forma en E, se ve que para demostrar
(92) es suficiente con mostrar que

para el simplex especial (93) y para cada (k — 1)-forma \ de clase €’
en E.

Si k = 1, la definicion de un 0-simplex orientado muestra que
(94) tan s6lo asegura que

[, 76 du=1) - 10

para cada funciéon f continuamente diferenciable sobre [0, 1], lo cual
es verdadero por el teorema fundamental del calculo.
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De ahora en adelante se supondra que £ > 1, con un entero r (1
< r < k) fijo, y se elige f ¢ ¥’(F). Entonces basta con probar (94)
para el caso
(96) A=f(X)dx; A o Adx,_y AdX, 1 A Adxg

debido a que cada (k — 1)-forma es una suma de estos especiales, pa-
rar=1,..., k.

Por (85), la frontera del simplex (93) es

oo =1le, ..., el +.i(—l)i‘ti
S
en donde
T, =1[0,€, ... €1, €11s--- €l
parai = 1,..., k. Haciendo
To=1le,€e, ..., _1,€41s ..., €l

Notese que 7, se obtuvo a partir de [e,,..., ¢.] por mediode r — 1 in-
tercambios sucesivos de e, y sus vecinos izquierdos. Por esto,

97 do=(=1)"17,+ i(—l)iri.
=51

Cada 7, tiene a Q*—' como dominio de parametros.
Six = 7(uw) y u e Q' entonces

U; (1<j<r),
8) = Al=(+ o +uy) (=0,
Uj—y (r<j<k).

Sil =i <k ue Q', y x = 7,(u), entonces

(99) x; =

J

0 =9

uj_y (i<j<k).

{uj (I<j<i),

Para 0 < i < k, sea J; el Jacobiano del mapeo

(100) Wy ooy thm ) = (X ooy Xpgs Xy gy e s Xid)
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inducido por 7,. Cuando i = 0 e i = r, (98) y (99) muestran que (100)
es el mapeo identidad. Entonces J, = 1, J, = 1. Para otra i, el hecho
de que x;, = 0 en (99) muestra que J; tiene un renglon de ceros, en
consecuencia J; = 0. Con lo anterior,

(101) fA:O (#0,i#7r),
por (35) y (96). Por ende, (97) da
2 = (— r—1 ¥ 1y
(102) fac/l (—1) fma F(=1) f,,'l

= (=7 o) — Az ()] du.
Por otra parte,

dA =D )X)dx, Adxy A Adxp_y Adx, g A0 A dxy
= (=17 D)X dxy A -0 Adxy

asi que
(103) fadl =(=1y"! ka (D,f)(x) dx.
Se evalaa (103) integrando primero con respecto a x,, sobre el intervalo
[0, 1 —(Cep+ o0 4+ Xy + Xppg + 00 + X)),

poniendo (X;,..., X._,, X, ,,..., %) = (4,,..., U_,), y viendo con
ayuda de (98) que la integral sobre Q% en (103) es igual a la integral
sobre Qf—! en (102). Entonces se cumple (94), y se completa la de-
mostracion.

FORMAS CERRADAS Y FORMAS EXACTAS

10.34 Definicion Sea w una k-forma en un conjunto abierto £ < R". Si
hay una (k — 1)-forma \ en E tal que w = d\, entonces se dice que w es
exacta en E.

Si w es de clase €’ y dw = 0, se dice entonces que w es cerrada.

El Teorema 10.20(b) muestra que cada forma exacta de clase %’ es
cerrada.

En determinados conjuntos E, por ejemplo en los convexos, el inverso
es verdadero; es decir los contenidos del Teorema 10.39 (cominmente cono-
cido como lema de Poincaré) y del Teorema 10.40. Los Ejemplos 10.36 y
10.37 exhibiran sin embargo, formas cerradas que no son exactas.
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10.35 Observaciones

(104)

(105)

(106)

(107)

(a) Puede verificarse si una k-forma dada w es o no cerrada, simple-
mente diferenciando los coeficientes en la representacion estandar de
w. Por ejemplo, la i-forma

o= fi00 dx,

en donde f, € %’(F) para algin conjunto abierto E < R”, es cerra-
da si y solo si las ecuaciones

(Dif)(X) = (D.f})(x)

se satisfacen para todo i, jen {1,..., n} y para todo x € E.

Notese que (105) es una condicién ‘‘puntual’’; no involucra pro-
piedades globales que dependen de la forma de E.

Por otro lado, para mostrar que w es exacta en E, se tiene que
probar la existencia de una forma \, definida en E, y que sea tal
que d\ = w. Esto equivale a resolver un sistema de ecuaciones dife-
renciales parciales, no solo localmente, sino en todo E. Por ejemplo,
para mostrar que (104) es exacta en un conjunto E, se tiene que en-
contrar una funcion (o 0-forma) g € €’'(E) tal que

(Dig)x)=f(x) (xeE 1<i<n).

Por supuesto que (105) es una condicion necesaria para que pueda re-
solverse (106).

(b) Sea w una k-forma exacta en E. Entonces hay una (kK —
— 1)-forma \ en E con d\ = w, y el teorema de Stokes asegura que
para cada k-cadena ¥ de clase €” en E,

Lw = Ldl =[,*

Si ¥, y ¥, son tales cadenas, y tienen las mismas fronteras, se

deduce que
f% o= Lz .

En particular, /a integral de una k-forma exacta en E es 0 sobre
cada k-cadena en E cuya frontera es 0.

Noétese, como un caso especial de esto, que esas integrales de las
1-formas exactas en E son 0 sobre curvas cerradas (diferenciables) en E.
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(¢) Sea w una k-forma cerrada en E. Entonces dw = 0, y el teorema
de Stokes asegura que ‘

(108) fﬂw=de=0

para cada (k + 1)-cadena ¥ de clase €” en E.

En otras palabras, las integrales de las k-formas cerradas en E
son 0 sobre k-cadenas que sean fronteras de (k + 1)-cadenas en E.
(d) Sea ¥ una (k + 1)-cadena en £ y \ una (k — 1)-forma en
E, ambas de clase %”. Debido a que d*\ = 0, dos aplicaciones del
teorema de Stokes muestran que

(109) J‘aawl=.[;vdl=fvd2/1=¢

Se concluye que 3¥ = 0. En otras palabras, que-/a frontera de
una frontera es 0.
Para una demostracion mas directa de esto, véase el Ejercicio 16.

10.36 Ejemplo Sea E = R? — {0}, el plano sin origen. La 1-forma

xdy —ydx
110 = 7
(110) n PEN
es cerrada en R? — {0)}. Esto se verifica facilmente por diferenciacion. Se fija
r > 0, y se define
(111) y(t)y=(rcost,rsent) (0<t<2m).
Entonces v es una curva (un ‘‘1-simplex orientado’’) en R* — {0}. Como
v(0) = v(27), se tiene
(112) dy=0.

Un céalculo directo muestra que
(113) ' f11=27t=;!=0.
14

En las Observaciones 10.35(b) y (c) pueden inferirse de (113) dos
conclusiones:

Primera, » no es exacta en R* — (0), porque de otra forma (112)
forzaria a la integral (113) a ser 0.
Segunda, v no es la frontera de cualquier 2-cadena en R* — [0} (de

clase €"), porque de otra forma, el hecho de que 5 es cerrada forzaria a la
integral (113) a ser 0.
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10.37 Ejemplo Sea E = R® — [0}, un 3-espacio sin el origen. Se define

_xdyAndz+ydzAdx+zdx Ady

(114) ¢ T+ 2 1 27

en donde se ha escrito (x,y,z) en lugar de (x,x,,x;). La diferenciacion
muestra que d¢ = 0, asi que ¢ es una 2-forma cerrada en R} — (0}.

Sea ¥ la 2-cadena en R* — {0} que se construyo en el Ejemplo 10.32;
recuérdese que ¥ es una parametrizacion de la esfera unitaria en R?. Si se
usa el rectangulo D del Ejemplo 10.32 como dominio de parametros,
se puede calcular facilmente

(115) f{=fsenududv=4n;é0.
X D
Como en el ejemplo anterior, puede concluirse ahora, que ¢ no es
exacta en R* — (0} (debido a que como se mostro en el Ejemplo 10.32, T
= 0) y que la esfera £ no es la frontera de cualquier 3-cadena en R — {0}

(de clase 4", aunque 4L = 0.
El siguiente resultado se usara en la demostracion del Teorema 10.39.

10.38 Teorema Supodngase que E es un conjunto abierto convexo en R", f
€ Y (E)pesunentero,l <p <n,y

(116) D;f)x)=0 (p<j<nxek).

Entonces existe un F € €’(E) tal que

(117) (D, F)x) =f(x), (D;F)x)=0 (p<j<n,xekE).
Demostracion Escribase x = (x', x,, x”), donde

X = (Xgy ey Xpoy)s X' = (Xpugy eves Xp)

(Cuando p = 1, x’ no aparece; cuando p = n, X" no aparece.) Sea V
el conjunto de todas las (x',x,) € R’ tales que (x'x,x") € E para al-
gan x”. Siendo una proyeccion de E, V es un conjunto abierto con-

vexo en R”. Como E es convexo y (116) se cumple, f(x) no depende
de x”. Por lo anterior, hay una funcién ¢, con dominio V, tal que

S(x) = o(x', x,)

para todo x € E.
Sip = 1, V, es un segmento en R' (posiblemente no acctado).
Se elige ¢ € V' y se define
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F(x)=f l(p(t)a't (xeE).
c
Si p > 1, sea U el conjunto de todos los x” € Rr—! tales que
(x,x,) € V para algin x,. Entonces U es un conjunto abierto con-
vexo en Rr—!  y hay una funcion o« € €’(U) tal que (x' a(x’)) € V
para cada x’ € Uj; en otras palabras, la grafica de « esta en V (Ejerci-
cio 29). Definase ahora

F(x) = j

a(x’)

" e(;ndi  (xeE).
En cada caso, F satisface (117).

(Nota: Recuérdese la convencidbn usual, que [? significa ~{¢ si b
< a.l)

10.39 Teorema SiE < R" es un conjunto abierto convexo, sik = 1, y si
w es una k-forma de clase %' en E, y dw = 0, entonces hay una (k —
— 1)-forma \ en E tal que w = d\.

(118)

(119)

En breve, las formas cerradas son exactas en conjuntos convexos.

Demostracion Para p = 1,..., n, sea Y, el conjunto que representa
a todas las k-formas w, de clase %’ en E, cuya presentaciOn estandar

o= ;fz(x) dx

no involucra a dx, , |,..., dx,. En otras palabras, I < {l1,..., p}, si
J;(x) # 0 para algin x € E.

Se procedera por induccion sobre p.

Supongase primero que w € Y,. Entonces w = f(x) dx;,. Como
do = 0,(Df)(x) = Oparal <j < n, x € E. Por el Teorema 10.38
existe un F ¢ ¥'(E)talque DF = fyDF =0paral <j < n.
Entonces,

Se toma ahora p > 1 y se hacen las siguientes hipotesis de in-

duccion: Cada k-forma cerrada que pertenece a Y, , es exacta en E.
Elijase w € Y, de manera que dw = 0. Por (118) se tiene

Y i(Djf,)(x)dxj Adx;=dw=0.
I j=1
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Considere un j fijo, con p < j = n. Cada I que aparece en (118) esta
en {l,..., p}. Si I, I, son dos de estos k-indices, y si I, # L, entonces
los (k + 1)-indices (1,,j), (L,/) son distintos. Entonces no hay cance-
lacion, y de (119) se concluye que cada coeficiente en (118) satisface

(120) D; X)) =0 (xeE,p<j<n).

Se retnen ahora los términos que en (118) contienen dx, y se
vuelve a escribir w en la forma

(121) w=0+y fi(x)dx, Adx,,
Io
donde o € Y,_,, cada J, es un (k — 1)-indice creciente en {1,..., p —

-1}, e I = (I,p). Por (120), el Teorema 10.38 proporciona fun-
ciones F, € €’(E) tales que

(122) D,F;=f,, D;F; =0 (p<j<n).
Poniendo
(123) B= IZ F(x) dx p,

y definiendo y = w — (—1)*—! dB. Ya que 8 es una (k — 1)-forma,
se deduce que
p
y=w-3 1(DjF,)(x) dx o A dx;

Io j=

p—1
T ;‘j;(D" F) dxp, A dx;,

que evidentemente esta en Y, ,. Como dw = 0y d?8 = 0, se tie-
ne que dy = 0. La hipotesis de induccion muestra por tanto, que y =
= dyu para alguna (k — 1)-forma g en E. SiA = p + (—1* 13, se
concluye que w = dh.

La demostracion se completa por induccion.

10.40 Teorema Con k, 1 < k < n fijo. Sea E = R" un conjunto abierto
en el que cada k-forma cerrada es exacta. Sea T 1-1 un mapeo- €" de un
conjunto E sobre un conjunto abierto U < R" cuyo inverso S es también de
clase €".

Entonces cada k-forma cerrada en U es exacta en U.

Notese que cada conjunto E abierto convexo satisface la hipoOtesis pre-
sente, debido al Teorema 10.39. La relacion entre E y U puede expresarse di-
ciendo que son ¢”-equivalentes.
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Entonces cada forma cerrada es exacta en cualquier conjunto que sea €”
-equivalente a un conjunto convexo abierto.

Demostracion Sea w una k-forma en U, con dw = 0. Por el Teore-
ma 10.22(c), w; es una k-forma en E para la cual d(w;) = 0. En con-
secuencia, w,; = d\ para alguna (k — 1)-forma \ en E. Por el Teorema
10.23 y otra aplicacion del Teorema 10.22(c),

o = (wr)s = (dh)s = d(4s).
Debido a que A\, es una (k — 1)-forma en U, w es exacta en U.

10.41 Observacion En aplicaciones, las celdas (véase Definicion 2.17) son
dominios de parametros mas convenientes que los simplex. Si todo el de-
sarrollo se hubiese basado en celdas en lugar de hacerlo en simplex, hubiese
sido incluso mas simple el calculo que aparece en la demostracion del teore-
ma de Stokes. (De esta forma se hace en el libro de Spivak). La razon de haber
preferido simplex es que la definicion de la frontera de un simplex orientado
parece ser mas facil y mas natural que la correspondiente para una celda.
(Véase el Ejercicio 19.) También la particidon de conjuntos en simplex (deno-
minada ‘‘triangulacion’’) desempefia un papel importante en topologia, y
existen conexiones poderosas entre algunos aspectos de la topologia, por un
lado, y las formas diferenciales por el otro. Estas se sugirieron en la seccion
10.35. Una buena introduccion a este tema se encuentra en el libro de Singer
y Thorpe.

Debido a que cada celda puede triangularse, se puede considerar como
una cadena. Esto se hizo en el Ejemplo 10.32 para el caso de dimension 2;
para el de dimensi6n 3, véase el Ejercicio 18.

El lema de Poincaré (Teorema 10.39) se puede probar de diversas for-
mas. Por ejemplo, véase la pagina 94 del libro de Spivak, o la 280 del de
Fleming. En los Ejercicios 24 y 27 se indican dos demostraciones de algunos
casos especiales. '

ANALISIS VECTORIAL

Se concluira este capitulo con algunas aplicaciones de los temas anteriores a
los teoremas referentes al analisis vectorial en R?. Estos son casos especiales
de teoremas sobre formas diferenciales, pero se establecen cominmente con
diferente terminologia. Nos enfrentamos a la tarea de traducir de un len-
guaje a otro.

10.42 Campos vectoriales Sea F = Fle, + Fe, + F,e, un mapeo conti-
nuo de un conjunto abierto £ = R? en R*. A F se le llama algunas veces
campo vectorial, especialmente en Fisica, porque a cada punto de E, F aso-
cia un vector. Con cada F tal, se asocia una 1-forma
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y una 2-forma
(125) wp=F dy Adz + Fydz ndx + Fy dx A dy.

Se usara aqui, y en el resto del capitulo, la acostumbrada notacion (x,y,z) en
vez de (X,,%,%).

Inversamente, es claro que cada 1-forma \ en E es \, para algin cam-
po vectorial F en E, y que cada 2-forma w es w; para algan F. En R3, el estu-
dio de 1-formas y 2-formas es entonces coextensivo con el estudio de campos
vectoriales.

Siu e € (E) es una funcion real, entonces su gradiente

Vu = (D,u)e, + (D, u)e, + (D3u)e;

es un ejemplo de un campo vectorial en E.
Supbngase ahora que F es un campo vectorial en E, de clase %’. Su
rotacional V x F es el campo vectorial definido en E por

V x F=(DyF3 — D3 F,)e; + (D3 Fy — DyF3)e; + (D F; — D, Fyey
y su divergencia es la funcion real V - F definida en £ por
V'F=D1F1+D2F2+D3F3.

Estas cantidades tienen varias interpretaciones fisicas. Para mayores
detalles véase el libro de O. D. Kellogg.

A continuacion se tienen algunas relaciones entre el gradiente, el rota-
cional y la divergencia.

10.43 Teorema Supdngase que E es un conjunto abierto en R}, u e
E"(E) y G es un campo vectorial en E, de clase C".

(@) SiF = Vu, entoncesV x F = 0.
(b) SiF =V x G, entoncesV *F = 0.

Ademads, si E es €"-equivalente a un conjunto convexo, entonces (a) y
(b) tienen sus inversos, en los cuales se supone que F es un campo vectorial
en E, de clase €'

(a’)y SiV x F =0, entonces ¥ = Vu para algun u € €"(E).
b’y SiV-F =0, entonces F = V x G para algun campo vectorial
G en E, de clase €.
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Demostracion Si se comparan las definiciones de Vu, V. x F, y
V + F con las formas diferenciales N\ y w dadas por (124) y (125), se
obtienen las siguientes cuatro proposiciones:

F=Vu si y solo si =du.
VxF=0 siysolosi dig =0.

F=VxG siysolosi wy =dig.
V:F=0 si y solosi dwg=0.

Si ahora F = Vu, entonces \, = du, por eso d\y = d’u = 0
(Teorema 10.20), lo que significa que V x F = 0. Y por lo anterior
(a) queda demostrado.

Por lo que a (a’) se refiere, la hipOtesis se amplia diciendo que
d\, = 0 en E. Por el Teorema 10.40, \; = du para alguna 0-forma u.
Por consiguiente, F = Vu.

Las demostraciones de (b) y (b’) siguen los mismos pasos.

10.44 FElementos de volumen La k-forma
dx; A 0 Adxy

se denomina el elemento de volumen en R*, Se representa normalmente por
dV (o por dV, en el caso en que se necesite indicar explicitamente la dimen-
sibn), y se usa la notacion

(126) jmf(x) dx, A A dx = L rdv

cuando & es una k-superficie orientada positivamente en R* y f es una fun-
cibn continua sobre el rango de &.

La razon de usar esta terminologia es muy sencilla: Si D es un dominio
de parametros en R*, y si & es un mapeo- ¢’ 1-1 de D en R*, con Jacobiano
J, positivo, entonces el miembro izquierdo de (126) es, por (35) y el Teorema
10.9,

[ r@@ywdun=| 7o dx,

En particular, cuando f = 1, (126) define el volumen de ®. Ya se vio
un caso especial de esto en (36).
La notaciéon comuan para dV, es dA.

10.45 Teorema de Green Supdngase que E es un conjunto abierto en R?,
a e €(E), B € €' (E)y\Q es un subconjunto cerrado de E, con frontera
3N orientada positivamente, como se describié en la seccion 10.31. Entonces,
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(127) [ @ax+pan=] (g-g— %) dA.

Demostracion Poniendo A\ = o dx + 3 dy. Entonces

di = (Dya)dy A dx + (D) dx A dy
= (D, — D,u) d4,

y (127) es lo mismo que

J.an'1 B fndl’

que por el Teorema 10.33 es verdadera.
Con a(x,y) = —yy B(xy) = x, (127) se vuelve
(128) 3| (edy—ydx) = A@),
on

que es el area de Q.
Con o = 0, B = x, se obtiene una formula similar. El Ejemplo
10.12(b) contiene un caso especial de esto.

10.46 Elementos de area en R?. Sea & una 2-superficie en R?, de clase €~
con dominio de parametros D < R2?. AsoOciese a cada punto (u,v) € D el
vector

oy, z) + o(z, x) + o(x, y)

(129) N(u, v) = , v)el @) e 3w v) e;.

Los Jacobianos en (129) corresponden a la ecuacion
(130) (x, 3, 2) = ®(u, v).

Si fes una funcidon continua sobre ®(D), la integral de drea de f sobre
d se define como

(131) f fdd = f F(®(, v))| N, v)| du dv.
@ D )
En particular, cuando f = 1 se obtiene el drea de ¥, es decir,

(132) A(@) = fD|N(u, v)| du dv.
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En lo que sigue se mostrara que (131) y su caso especial, (132), son de-
finiciones razonables. También se describiran las caracteristicas del vector N.

Se escribe & = ¢,¢, + ¢, + €, y se fija un punto p, = (%),V) €
D, si se pone N = N(p,), ¥

(133) % =(D10)@o),  Bi=(Drpd®o) (I=1,23)

ahora, sea T € L(R?,R?) la transformacion lineal dada por

(134) T(u,v)= 23: (a;u+ B;v)e;.
i=1

Notese que de acuerdo con la Definicion 9.11, T = &'(p,).

Admitamos ahora que el rango de T es 2. (Si fuera 1 6 0, entonces N
= 0, y el plano tangente mencionado a continuacion degenera en una linea o
en un punto.) El rango del mapeo afin

(u’ V) g (D(Po) + T(u, V)
es entonces un plano I, llamado plano tangente a  en p,. [Seria preferible
llamarle IT al plano tangente en ®(p,), en vez de en p,; si ® no es uno-a-uno,

esto conduce a dificultades.]
Si en (129) se usa (133), obtenemos

(135) N = (a3 B3 — a3 B2)e; + (23 By — a1 B3)e; + (2B, — a3 By)es,

y (134) muestra que

3 3
(136) Tel = Z Ot,-ei, Te2 = Z ﬂie".
i=1 i=1
Ahora un calculo sencillo conduce a
(137) N - (Te,) =0=N"-(Te,).
Por lo anterior, N es perpendicular a IT. Por tanto se le llama la normal a ®
en p,.

Una segunda propiedad de N, que también se verifica mediante un
calculo directo basado en (135) y (136), es que el determinante de la transfor-
macion lineal de R que lleva fe,e,,e,} en {Te, Te,, N}es |N|2 > 0 (véase
Ejercicio 30). El 3-simplex
(138) [09 Tela Te2 H N]

es entonces orientado positivamente.
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La tercera propiedad de N que se usara, es consecuencia de las dos pri-
meras: El determinante mencionado anteriormente, cuyo valor es |N|2, es el
volumen del paralelepipedo con lados {0, Te}l, [0, Te], [0, N]. Por (137), [0,
N] es perpendicular a los otros dos lados. El drea del paralelogramo con
vértices

(139) 0’ Tel’ Tez s T(el + e2‘)

es por tanto |N|.

Este paralelogramo es la imagen bajo T del ciadrado unitario en R2.
Si E es cualquier rectangulo en R?, se deduce (por la linealidad de T) que el
area del paralelogramo T(E) es

(140) AT(E)) = |N|A(E) = [ [NGo, yo)l du .

Se concluye que (132) es correcta cuando ® es afin. Para justificar la
definicion (132) en el caso general, dividase en pequefios rectangulos D,
elijase un punto (x,,v,) en cada uno y reemplacese en cada rectangulo ¢ por el
plano tangente correspondiente. La suma de las areas de los paralelogramos
resultantes, obtenida via (140), es entonces una aproximacion a 4 (®). Final-
mente, se puede justificar (131) a partir de (132) aproximando f por medio
de funciones escalonadas.

10.47 Ejemplo Sea 0 < a < b fijo. Sea K la 3-celda determinada por
0<t<a, 0<u<x<2nm, 0<v<2nm
Las ecuaciones

x=tcosu
(141) y=(b+ tsenu)cosv
z=(b+ tsenu)senv

describen un mapeo ¥ de R? en R} que es 1-1 en el interior de K, tal que
¥(K) es un toroide solido. Su Jacobiano es

_0x,»,2)

o = o@t, u,v)

= t(b + t sen u)

y es positivo sobre K, excepto sobre la cara t = 0. Si se integra J, sobre X,
se obtiene

vol (¥(K)) = 2n*a’b

que es el volumen del toroide so6lido.
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Considérese ahora la 2-cadena ® = d¥. (Véase Ejercicio 19.) ¥ mapea
las caras ¥ = 0 y u = 27 de K sobre la misma franja cilindrica, pero con
orientaciones opuestas. ¥ mapea las caras v = 0 y v = 2« sobre €l mismo
disco circular, pero con orientaciones opuestas. ¥ mapea la cara t = 0 sobre
el circulo, que contribuye 0 a la 2-cadena d¥. (Los Jacobianos relevantes son
0.) Por esto & es simplemente la 2-superficie obtenida haciendo ¢ = a en
(141), con dominio de parametros D, que es el cuadrado definido por 0 < u
<27,0 =v =< 2r.

De acuerdo con (129) y (141), la normal a & en (,v) € D es por eso el
vector

N(u, v) = a(b + asenu)n(u, v)
en donde
n(u, v) = (cos u)e, + (senu cos v)e, + (senu sinv)es.

Ya que |n(u,v)| = 1, se tiene que |[N(u,v)| = a(b + a sen u), integrando
esto sobre D, (131) nos da

A(D) = 4n’ab

lo cual es el area de la superficie del toroide.

Si se piensa que N = N(u,v) es un segmento de recta dirigido, apun-
tando de ® (u,v) hacia ®(u,v) + N(,v), entonces N apunta hacia afuera, es
decir hacia afuera de ¥(K). Esto es por que J, > 0 cuando ¢ = a.

Tomese por ejemplo u = v = w/2, t = a. Esto da el valor de z mas
grande sobre ¥(K), y N = a(b + a)e, apunta ‘‘hacia arriba’’ para esta elec-
cion de (u,v).

10.48 Integrales de 1-formas en R® Sea y una curva- ¢’ en un conjunto
abierto £ = R? con intervalo de parametros [0, 1], sea un campo vectorial
en E, como en la seccion 10.42, y definase N, por (124). La integral de A,
sobre y puede volverse a escribir de la siguiente manera.

Para cualquier 4 € [0, 1],

V(@) = vi(We, + y:(w)es + yi(u)es

se le llama el vector tangente a v en u. Se define t = t(u) como el vector uni-
tario en la direccion de v '(u). Por eso

Y'(@) = |7'(w)] t(w).
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[Siy’(u) = O para algiin &, pOngase t(u) = e,; cualquier otra eleccibn tam-
bién debera hacerse asi.} Por (35) se tiene

3 1
[3e= % | Fayie) au
(142 = [ RO - v du
= [, Fow) - @]y @] du

Por el Teorema 6.27, es razonable llamar a |y ’(u) |du elemento de lon-
gitud de arco a lo largo de . La notacidbn acostumbrada para éste es ds, y
(142) puede volverse a escribir en la forma

(143) J;AF=J;(F't) ds.

Como t es un vector unitario tangente a v, F + t se llama la componen-
te tangencial de F a lo largo de .

El miembro derecho de (143) debe considerarse como una abreviacibn
de la 0ltima integral de (142). La clave aqui es que F esta definido sobre el
rango de vy, mientras que t esta definido sobre [0, 1]; por eso F - t tiene que
interpretarse adecuadamente. Cuando y es uno-a-uno, entonces t(z) puede
reemplazarse, por supuesto, con t(y(u)), y esta dificultad desaparece.

10.49 Integrales de 2-formas en R} Sea ¢ una 2-superficie en un conjunto

abierto £ < R3, de clase %’, con dominio de parametros D < R2?. Sea F

un campo vectorial en E, y w; definida por (125). Como en la secciébn ante-

rior, se obtendra una representacion diferente de la integral de w; sobre ®.
Por (35) y (129), se tiene

JwF=f (Fidy ndz+ Fydz Adx + Fydx A dy)
® ®

oy, 2) 0(z, x) o(x, y)
-[ {(1 DD+ (e DT+ (03

= f F(®(u, v)) - N(u, v) du dv.

du dy

Sea ahora n = n(u,v) el vector unitario en la direccion de N(u,v). [Si
N(u,v) = 0 para algin (4,v) € D, se toma n(¥,v) = e¢.] Entonces N =
= |N/n, y por tanto, la Gltima integral se convierte en

f F(®(u, v)) - n(u, v)| N(u, v)| du dv.
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Por (131) se puede escribir finalmente esto como
144 =| (F-n)dA.
(144) [Loe=] E-n

Aqui también se aplica la observacion que se hizo al final de la seccion
10.48, tocante al significado de F * n.
Ahora ya puede establecerse el teorema de Stokes en su forma original.

10.50 Formula de Stokes Si F es un campo-vectorial de clase %' en un

conjunto abierto E < R3, y si ® es una 2-superficie de clase %" en E,
entonces

(145) L(V x F)-ndd = fw(p “t) ds.

Demostracion Si se hace H = V x F, entonces, como en la de-
mostracion del Teorema 10.43, se tiene

(146) (OH = dlr .
De esto

f (V x F)-ndA=j (H-n)dA=J‘ Wy
° ® °

Aqui se us6 la definicion de H, después (144) con H en lugar de
F; luego (146), y después, lo que se puede considerar el paso princi-

pal, el Teorema 10.33, y, finalmente (143), ampliada en la forma ob-
via, de curvas a 1-cadenas.

10.51 El teorema de la divergencia Si F es un campo vectorial de clase ¢’
en un conjunto abierto E < R3, y si Q es un subconjunto cerrado de E con
Jrontera orientada positivamente 3Q (como se describié en la Sec. 10.31),
entonces

(147) fn(v “F)dV = LQ(F +n) dA.

Demestracion Por (125) se tiene

dog=V-Fdxandyandz=(V-F)dV.
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De ahi que, aplicando el Teorema 10.33 a la 2-forma wy y (144),

fQ(V.F)dV=jﬂdm,,=fmw,,=fm(p.n)d,4,

EJERCICIOS

1. Sea H un conjunto compacto convexo en RX, con interior no vacio. Sea f €

%'(H), haciendo f(x) = 0 en el complemento de H, y definiendo |, f
como se hizo en la Definicibn 10.3.

Demostrar que {,f es independiente del orden en el cual se efectiien las &
integraciones.

Sugerencia: Aproximese f por funciones que sean continuas sobre R¥ y cu-
yos soportes estén en H, como se hizo en el Ejemplo 10.4.
. Sii=1,2,3,..., sea ¢; € F(R") con soporte en (2—,2'), tal que |

; = 1. Se
hace

f(x, ) =.§ [@:(x) — Prs1(X)@i(»)
Entonces f tiene un soporte compacto en R2, f es continua excepto en (0, 0), y

fdyff(x,y) dx=0  pero J'dxff(x,y) dy=1,

Observar que f no es acotada en cada vecindad de (0, 0).
. (a) Si F esta dado como en el Teorema 10.7, y se pone A = F'(0), F|(x) =
= A~'F(x), entonces F/(0) = I. Mostrar que en alguna vecindad de 0,

Fl(x) = G,. o Gn_1 o°***o0 Gl(x)
para mapeos primitivos G,,..., G,. Esto da otra version del Teorema 10.7:
Fx) =F(0)G,0 G,y 0o Gy(x).

(b) Demostrar que el mapeo (x,y) — (7,x) de R? sobre R2 ho es la composicion
de dos mapeos primitivos cualesquiera, en cualquier vecindad del origen. (Esto
muestra que el flip B; no se puede omitir en el postulado del Teorema 10.7.)

. Si para (x,y) € R? se define

F(x, y) = (e*cos y — 1, e sen ).
Demostrar que F = G, ° G,, donde
Gi(x,y)={(e*cosy—1,y)
G,(u, v) = (4, (1 + u) tanvy)

son primitivos en alguna vecindad de (0, 0).
Calcular los Jacobianos de G,, G,, F en (0, 0). Definir

H(x, y) = (x, e* sen y)
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10.

y determinar
Hl(uy V) = (h(ll, V), V)

de manera que F = H, o H, sea alguna vecindad de (0, 0).

Formular y demostrar un teorema analogo al 10.8, en el cual K sea un subcon-
junto compacto de un espacio métrico arbitrario. (Reemplazar las funciones ¢;
que aparecen en la demostracion del Teorema 10.8 por funciones del tipo cons-
truido en el Ejercicio 22 del Cap. 4.)

Reforzar la conclusion del Teorema 10.8 mostrando que las funciones ; pueden
hacerse diferenciables, e incluso infinitamente diferenciables. (Al construir las
funciones auxiliares y; usar el Ejercicio 1 del Cap. 8.)

. (a) Mostrar que el simplex Q% es el subconjunto convexo de R* mas pequeiio,

que contiene a 0, e,..., €.

(b) Mostrar que los mapeos afines llevan conjuntos convexos en conjuntos
convexos.

Sea H el paralelogramo de R2 cuyos vértices son (1, 1), (3, 2), (4, 5), (2, 4). En-
contrar el mapeo afin 7 que manda (0, 0) a (1, 1), (1, 0) a (3, 2), (0, 1) a (2, 4).
Mostrar que Jr = 5. Después, usar T para convertir la integral

o= Le""’ dx dy

en una integral sobre /2 y entonces calcular c.
Se define (x,y) = T(r, ) sobre el rectangulo

0<r<a, 0<f<2r
por medio de las ecuaciones
x=rcosf, y=rsenf.

Mostrar que 7 mapea este rectangulo sobre el disco cerrado D con centro en (0,
0) y rado a, que T es 1-1 en el interior del rectangulo, y que J,(r, ) = r. Si f €
% (D), demostrar la formula de integracion en coordenadas polares:

L fG, ) dxdy= | 0 f:" FCTGr, O)r dr db.

Sugerencia: Sea D, el interior de D, menos el intervalo de (0, 0) a (0, a).
Como se establecio, el Teorema 10.9 se aplica a funciones continuas f cuyo so-
porte esta en D,. Para suprimir esta restriccion, procédase como en el Ejemplo
10.4.

Si @ — o en el Ejercicio 9, demostrar que

j Sy drdy = j : f o" F(T(r, O))r dr db,
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para funciones continuas f que decrecen suficientemente rapido cuando |x| +
+ |y| — oo. (Encontrar una formulacidbn mas precisa.) Aplicar esto a

Sf(x, y) = exp (—x* —y?)

para deducir la formula (101) del capitulo 8.
Definir (4,v) = T(s,t) sobre la franja

0<s< o0, O<t<l1

haciendo ¥ = s — st, v =s (. Mostrar que T es un mapeo 1-1 de la franja sobre
el cuadrante positivo Q en R2. Mostrar que J7(s,f) = s.
Para x > 0, y > 0, integrar

ux—le-uvy-le—u

sobre Q, usar el Teorema 10.9 para convertir la integral a una sobre la franja, y
deducir la féormula (96) del capitulo 8, de esta manera.

(Para esta aplicacion, tiene que ampliarse el Teorema 10.9 de tal manera
que cubra determinadas integrales impropias. Proporcionar esta ampliacion.)
Sea I* el conjunto de todos los (u = u,,..., ;) € R¥ con 0 < u; < 1 para todo
i; sea Q% el conjunto de todos los x = (x;,..., x,) € Rfconx;, = 0, Lx; < 1. (J¥
es el cubo unitario; Q* es el simplex estindar en RX.) Si se define x = T(u) por

X1= Uy
x2 = (1 — wuu,

..............................

Xe=00—us) (1 — up-1)ux.
Mostrar que
k k
> xi=1—T11—u).
i=1 i=1

Mostrar que 7 mapea I* sobre QX, que T es 1-1 en el interior de /%, y que
su inverso S esta definido en el interior de QX por 4, = x, y

- Xi
l—x1——xi

U

para + = 2,..., k. Mostrar que

Jr) = (1 — ) 'A — )2+ (1 — wi ),

Js(x) = [ — x)(1 — x, — x2)(l—xy— o — x-1)] 7N
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13.

14.
15.

16.

17.

18.

Si r,..., r, son enteros no negativos, demostrar que

rl!"'rk!

(k+r1+"'+"n)!

f Xt xikdx =
Qk

Sugerencia: Usar el Ejercicio 12 y los Teoremas 10.9 y 8.20.

Notese que el caso especial , = '+ = r, = 0 muestra que el volumen de
Q* es 1/k!.
Demostrar la formula (46).
Si w y A son k- y m-formas, respectivamente, demostrar que

o AA=(—=1A A w,

Sik =22yae = [py.py,..., B) s un k-simplex afin orientado, demostrar que *o
= 0, directamente de la definicion del operador frontera 8. A partir de esto, de-
ducir que #V¥. = 0 para cada cadena ¥.

Sugerencia: Hacerlo primero para k = 2, k = 3. En general, si i < j, sea
o; el (k — 2)-simplex obtenido suprimiendo p; y p; de ¢. Mostrar que cada o
aparece dos veces en &g, con signo opuesto.
Si se hace J2 = 1, + r,, donde

71 = [0, €1, e + e.], 2= —[0, e, e; 4 e1].

Explicar por qué es razonable llamar a J2 cuadrado unitario orientado positiva-
mente en R2. Mostrar que 3J2 es la suma de 4 1-simplex afines orientados. Deter-
minarlos. ;Qué es d(r, — 7,)?

Considérese el 3-simplex afin orientado

01=[0,ex,el+ez,e1+ez+93]

en R3. Mostrar que ¢, (considerado como una transformacion lineal) tiene detes-
minante 1. Entonces g, esta orientado positivamente.

Sean o,,..., 0 otros cinco 3-simplex orientados, obtenidos de la siguiente
manera: Hay cinco permutaciones (i;,,5) de (1,2,3), distintas de (1,2,3). Con ca-
da (i),b,h) se asocia el simplex

8(is, iz, i3)[0, €1y, €1y +€1, €y + €5 + €3]

en donde s es el signo que aparece en la definicion del determinante. (Asi es co-
mo 7, se obtuvo de 7, en el Ejercicio 17.)

Mostrar que a,,..., 0, estan orientados positivamente.

Sise pone J2 = 0, + *** + 04, entonces J3 puede denominarse cubo unita-
rio orientado positivamente en R3.

Mostrar que 3.2 es la suma de doce 2-simplex afines orientados. (Estos do-
ce triangulos cubren la superficie del cubo unitario /3.)

Mostrar que X = (X,,X,,X;), esta en ¢l rango de ¢, si, ysolosi0 < x;, = x,
=x, <=L

Mostrar que los rangos de o,,..., o, tienen interiores ajenos, y que su
union cubre 73. (Compararlo con el Ejercicio 13; notese que 3! = 6.)
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Sean J2 y J3 como los de los Ejercicios 17 y 18, respectivamente. Si se definen

BOl(u9 V) = (O, u, V), Bl 1(14, V) = (1’ u, V),
Boz(u, V) = (ua O, V)’ Blz(u’ V) = (u: 13 V)’
BD3(”7 V) = (ll, V, O)’ BIS(u’ V) = (ll, V, 1)-

Estos son afines, y mapean R? en R3.

Si se pone 8,; = B, (J?), parar = 0, 1, i = 1,2,3. Cada 8, es una 2-cadena
afin orientada. (Véase la Sec. 10.30.) De acuerdo al Ejercicio 18, verificar que

7= 3 (1Yo~ a0,

Establecer las condiciones bajo las cuales, la formula
| fdw=f fw—f N A w
e e ®

es valida, y mostrar que generaliza la formula de integracion por partes.
Sugerencia: d(fw) = (df) N w + fdw.
Como en el Ejercicio 10.36, considerar la 1-forma en R? — {0}.

xdy—ydx
=T
(a) Efectuar el calculo que conduce a la formula (113), y demostrar que dy = 0.

(b) Sea y(t) = (r cos ¢, r sen f), para algan r > 0, y I' una curva- ¢” en R? —
— {0}, con intervalo de parametros [0, 2], y donde I'(0) = I'(2x), tal que los in-
tervalos |y(f), ['(#)] no contienen a v para cualquier # € [0, 27). Demostrar que

J.rn =2m.

Sugerencia: Para0 = t < 27, 0 < u < 1, definase

O(t, w) = (1 — ) (1) + uy(t).

Entonces & es una 2-superficie en R2 — {0} cuyo dominio de parametros es el
rectangulo indicado. Debido a las cancelaciones (como en-el Ejemplo 10.32),

0=T—y.

Usar el teorema de Stokes para deducir que, debido a que dyp = 0,

Jor=

(c) Si se toma I'(f) = (a cos t, b sen t) donde @ > 0, b > 0 son fijos. Usar la
parte (b) para mostrar que

2m ab
fo a? cos*t + b?sen® tdt= 2w
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22.

(d) Mostrar que €n cualquier conjunto abierto en el cual x # 0,
y,
= d|-arc tan=|
= dforc )
y que en cualquier conjunto abierto convexo en el cual y # 0,
x
=d| — arc tan—
7 ( J

Explicar por qué esto justifica la notacion = df, a pesar de que » no es
exacta en R2 — {0}.
(e) Mostrar que (b) puede deducirse de (d).

(f) Si I es cualquier curva- €’ cerrada en R* — {0}, demostrar que
L f 7 = Ind(T).
27,

(Para la definiciébn del indice de una curva, véase el Ejercicio 23 del Cap. 8.)
Se define { en R} — {0} como en el Ejemplo 10.37, por

_xdy/\dz+ydz/\dx+zdx/\dy

r3

4

endonde r = (x2 + y2 + z2)/2, ysea D el rectangulodadopor0 <= u <= 7,0 <
v < 27, v L la 2-superficie en R3, con dominio de parametros D dado por

x=senucosy, y=senusenv, z= COSU.
(a) Demostrar que d¢ en R? — {0).

(b) Si S representa la restriccion de £ al dominio de parametros £ < D, de-
mostrar -que

J's [= Lsen wdudv = A(S),

en donde A representa al rea como en la seccion 10.43. Notese que ésta contiene
como caso especial a (115).

(c) Supongase que g,h,, by, hy, son funciones- €” sobre [0, 1], g > 0. Sea (x,,2)
= &(s,f) una 2-superficie &, con dominio de parametros /2, definida por

x=gOh(s), y=g®hs), z=gOhs(s).

Demostrar directamente de (35), que

L§=m

Nétese la forma del rango de &: Para s fijo, ®(s,) varia sobre un intervalo
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en 1a linea que pasa por 0. Entonces el rango de ¢ se encuentra en un ‘‘cono’’
con vértice en el origen.

(d) Sea E un rectangulo cerrado en D, con lados paralelos a los de D. Supongase
que f e €(D), f > 0. Sea  la 2-superficie con dominio de parametros E defi-
nida por

Qu, v) = f(u,v) T (u, v).

Definir § como en (b) y demostrar que

jﬂc:jsz=A(S).

(Ya que S es la “‘proyeccion radia’” de Q en la esfera unitaria, este resultado hace
que sea razomabl llamar a {,{ el ‘“‘angulo sélido” subtendido por el rango de Q
en el origen.)

Sugerencia: Considerar la 3-superficie ¥ dada por

‘F(L u, V) = [1 —1 + tf(‘uy V)] z (uy V)a

en donde (u,v) ¢ E, 0 <t < 1. Si ves fijo, el mapeo (f,u) — ¥(t,u,v) es una
2-superficte ¢ a a cual puede aplicarse (c) para demostrar que {,¢ = 0. Lo mis-
mo se cumple ¢ iando u es fijo. De (a) vy el teorema de Stokes,

J'wc=fvd;=o.

(e) Hacer A\ = — (z/r)y, en doende como en el Ejercicio 21,

_xdy—ydx
- xz +y2 >

Entonces y es una 1-forma en el conjunto abierto ¥ < R3 en el cual x2 + »2 >
0. Mostrar que ¢ es exacta en V probando que

{=dA

(/) A partir de (e) deducir (d), sin usar (c).
Sugerencia: Para empezar, suponer que 0 < u < w sobre E. Por (e) se

tiene,
L=l v [l

Mostrar que las dos integrales de A son iguales, usando la parte (d) del Ejercicio
21 y notando que z/r es lo mistro en L(u,v) que en Qu,v).
(g) (Es exacta ¢ en el complemento de cada recta que pasa por el origen?

23. Sines fijo, y se define r, = (x} + - + x})"2 paral < k < n, sea E_ el con-
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24,

25.

junto de todos los x € R” en los cuales r, > 0, y w, la (k — 1)-forma definida en
E, por

Wy = (r,‘)"“g:1 (D) xpdxg Ao Adxioy Adxoer Avee Adxy.
Notese que con la terminologia de los Ejercicios 21 y 22, w, = 7, w; = ¢.
Notese también que
EcE, < -<cE, =R —{0}
(a) Demostrar que dw, = 0 en E,.
(b) Para k = 2,..., n, demostrar que w; es exacta en E, |, mostrando que
oy = d(fiwx-1) = (dfi) N\ wi-s,
en donde £, (x) = (= D*g(x,/r), y

gx(t)=f' (1 —s¥)k=-324y (—1<t<1)
-1

Sugerencia: f, satisface las ecuaciones diferenciales

x - (Vi)x)=0

(= DMre-**

y (Drfi)(x) = oy

(c) (Es exacta w, en E,?

(d) Notese que (b) es una generalizacion de la parte (e) del Ejercicio 22. Intentar
ampliar alguna de las otras afirmaciones de los Ejercicios 21 y 22 para w,, con n
arbitrario.
Sea w = XTa;(x) dx; una 1-forma de clase %” en un conjunto abierto convexo E
< R". Admitir que dw = 0, y demostrar que « es exacta en E, completando el
siguiente plan:

Se fija p € E, y se define

f(X)=f w (XeE)

[p.X]

Aplicar el teorema de Stokes a los 2-simplex afines orientados [p,x,y] en E. De-
ducir que

SO —f00 =¥ n—x) joa,«x — O)x + ty) dt

para x € E, y e E. De lo anterior concluir que (D, f)(x) = a,(x).
Suponer que w es una I-forma en un conjunto abierto £ < R” tal que

va=0



26.

27.

28.

29,

30.
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para cada curva cerrada y en E, de clase %’. Demostrar que w es exacta en E,
imitando parte del argumento planteado en el Ejercicio 24.

Suponer que w es una 1-forma en R} — {0}, de clase €’ y dw = 0. Demostrar
que w es exacta en R3 — {0].

Sugerencia: Cada curva cerrada continuamente diferenciable en R} — [0} es
la frontera de una 2-superficie en K> — [0]. Aplicar el teorema de Stokes y el
Ejercicio 25.

Sea E una 3-celda abierta en R3, con lados paralelos a los ejes coordenados. Su-
poner que (a,b,¢) € E,f; € €'(E) parai = 1,2,3,

w=fidy Ndz+ fodz Ndx + fsdx A\ dy,

y admitir que dw = 0 en E. Si se define

A=g dx+ g, dy

en donde
z y
gi(x, y,2)= f Sfa(x, y, 5)ds — J fa(x, t,0)at
c b
gz(x,y,z)=-—f f;(x,y,s)ds,

para (x,5,2) € E. Demostrar que d\ = w en E.

Evaluar estas integrales cuando w = { y encontrar después la forma A que
ocurre en la parte (e) del Ejercicio 22.
Con b > a > 0 fijos, se define

O(r, 6) =(rcos 8, r sen 0)

paraga < r < b, 0 < 6 < 2x. (El rango de ¢ es un anillo en R2)) Hacer v = x3

dy y calcular
f dw y j w
L] o0

para verificar que son iguales.

Demostrar la existencia de una funcion o con las propiedades necesarias en la de-
mostracion del Teorema 10.38, y demostrar también que la funciobn resultante F
es de clase %’. (Ambas afirmaciones se vuelven triviales si E es una celda abierta
o una bola abierta, debido a que « entonces puede tomarse como una constante.
Referirse al Teorema 9.42.)

Si N es el vector dado en (135), demostrar que

oy Bl 01233 - aaBz
det |oz B2 wafy —oufls| = |NJ|2
o3 ﬁs a,B; — 020

Verificar también la ecuacion (137).
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Sea E < R? abierto, supdngase g ¢ 6"(E), h € €’(E) y considérese el campo
vectorial

F=gVh.
(a) Demostrar que
V:-F=gV*h+ (Vg) (Vh)

en donde V2h = V : (Vh) = Z#h/dx? se llama el ‘‘Laplaciano” de A.
(b) Si Q es un subconjunto cerrado de E con frontera orientada positivamente
(como en el Teorema 10.51), demostrar que

oh
f [g V2h + (Vg) - (VR)dV = f g —dA
1] on

on
en donde (como de costumbre) se escribid d4/dn en lugar de (Vh) * n. (Por lo an-
terior, dh/dn es la derivada direccional de h en la direccion de la normal hacia
afuera a dQ, denominada derivada normal de h.) Intercambiar g y h, restar la
férmula resultante de la primera, para obtener

oh dg
2p 2 - L _pse
L(gV h—hV3g)dV J; (ga han) dA.

Estas dos formulas se llaman cominmente identidades de Green.
(c) Admitir que & es arménica en E ; esto significa que V2h = 0. Tomarg = 1y
concluir que

f g-gdA =o0.
on

Tomar g = h y concluir que # = 0 en © si & = 0 sobre 99.

(d) Mostrar que las identidades de Green son vélidas también en R2.

Con 8,0 < & < 1 fijo, sea D el conjunto de todos los (4, ) € R? tales que 0 < 6
<m — & <t < 6. Sea ® la 2-superficie en R?, con dominio de parametros D,
dada por

x = (1 — tsen 6) cos 20
y=(1—tsen 6) sen 20
z=tcos

en donde (x,y,2) = ®(, ). Notese que &(m, t) = $0, —7) y que ¢ es uno-a-
uno en el resto de D.

El rango M = (D) de ® se conoce con el nombre de Cinta de Mobius. Es-
te es el ejemplo mas sencillo de una superficie no orientable.

Demostrar las distintas afirmaciones que se hacen en la descripcion siguien-
te: Poner p, = (0, —98), p, = (v, —8), py = (w, 8) p, = (0, 8), p; = p,. Ponien-
dovy, =1[p, P, 1, i=1,...,4, yI; = &0y, Entonces

o0 =T +T,+ T3+ T,.
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Poniendo 2 = (1, 0, —6), b = (1, 0, §). Entonces

O(p:) = P(ps)=a, D(p:)=D(p.)=h,

y 3% se puede describir como sigue.

I, avanza en espiral hacia arriba de a a b; su proyeccion en el plano (x,y)
tiene +1 como nimero de arrollamiento alrededor del origen. (Veéase Ejercicio
23 del Cap. 8.)

T, =1[b, a).

I', avanza en espiral hacia arriba de a a b; su proyeccion en el plano (x,y)
tiene — 1 como namero de arrollamiento alrededor del origen.

T'y=|b, a).

Por lo anterior, ¢ = TI', + I'; + 2I,.

Si vamos de a a b a lo largo de I, y continuamos a lo largo de la ‘‘cara’” de
M hasta que regresamos a a, la curva trazada es

F:Pl—ra,

la cual también puede representarse sobre el intervalo de parametros [0, 27] por
medio de las ecuaciones

x=(1+ 8 sen ) cos 28
y == (1 + & sen 6) sen 20
z=—38cos 6.

Debe subrayarse que I' # d®: Sea » la 1-forma que se vio en los Ejercicios
21 y 22. Como dyp = 0, el teorema de Stokes muestra que

f n=0.
(4]

Pero aunque I' es la frontera ‘‘geomeétrica’’ de M, se tiene que

frn = 47,

Con el fin de evitar esta posible fuente de confusion, con frecuencia se es-
tablece la formula de Stokes (Teorema 10.50) solo para superficies orientables &.
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TEORIA DE LEBESGUE

El proposito de este capitulo es presentar los conceptos fundamentales de
la teoria de la medida y ia integracion de Lebesgue y demostrar algunos de sus
teoremas principales en una forma de exposicion bastante general, para no
enmascarar las lineas fundamentales del desarrollo en un conjunto de de-
tailes de menor importancia. Por ello, en varios casos las demostraciones es- .
tan solo esbozadas, y algunas de las proposiciones mas sencillas se enuncian
sin demostracidon. Sin embargo, el lector-que se ha familiarizado con las téc-
nicas utilizadas en los capitulos precedentes, no hallara ninguna dificultad
para llenar los pasos que faltan.

La teoria de la integral de Lebesgue puede ser desarrollada de varios
modos distintos. Solo estudiaremos aqui uno de esos métodos. Para otros
procedimientos, consiltense los tratados mas especializados en integracion,
resefiados en la Bibliografia.

FUNCIONES DE CONJUNTOS

Si A y B son dos conjuntos cualesquiera, escribimos A — B para el canjunto
de todos los elementos x, tales que x € 4, x ¢ B. La notacibn A — B no
implica que B = A. Expresamos el conjunto vacio por 0. y decimos que A
y B son ajenos siA N B = 0.
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11.1 Definicién Se dice que una familia £ de conjuntos es un anillo si A
€ 2y B e # implica

) Avu Be®, A—BeX.
ComoA nB=A — (A — B), tenemos también que A N B € & si

Z es un anillo.
A un anillo £ se le llama o-anillo si

@ U4ne2
siempre que A, € £ (n = 1, 2, 3,...). Como

o0 el
OlA" = Al - U (Al - An);

tenemos también que

si # es un g-anillo.

11.2 Definicibn Diremos que ¢ es una funcion de conjuntos definida en
Z si ¢ asigna a cada A € £ un nimero ¢(A) del sistema ampliado de los
nimeros reales. ¢ es aditiva si A n B = 0 implica

3 (4 v B) = ¢(4) + $(B),

y es aditiva numerable si A, n A, = 0 (i # j) implica

@ #(04) = £ pcan.

Supondremos siempre que el rango de ¢ no contiene a + o y — oo;
porque si los contuviera, el segundo miembro de (3) careceria de sentido.
También excluimos las funciones de conjuntos, cuyos Gnicos valores son +
+ ®© 0 — oo,

Es interesante observar que el primer miembro de (4) es independiente
del orden en que estén colocadas las A,. Por tanto, el teorema de los reorde-
namientos demuestra que el segundo miembro de (4) converge absolutamente
si converge de algiin modo; si no converge, las sumas parciales tienden a +
+ ®o0a — oo,
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Si ¢ es aditiva, se comprueban facilmente las siguientes propiedades

&)} ¢(0) = 0.
(6) $(A;0 - UA) = d(4) + + P4,

si A, N A = 0siempre que i # j.

Q) $(A4y U A,) + (4, 0 43) = $(4,) + ¢(4y).
Si ¢(A) = 0 para todo A, y A, = A,, sera

® #(4,) < ¢(4,).

Como consecuencia de (8), las funciones de conjuntos aditivas no ne-
gativas son llamadas a veces monoétonas.

&) ¢(A4 — B) = ¢p(A) — ¢(B)
siBc A,y |¢(B)| < + oo.

11.3 Teorema Supongamos que ¢ es aditiva numerable en un anillo A,
qgue A, e 2(n=123,..),A  c A cA, c -, Ae Ry

A= QA,,.
Entonces, cuando n — .
$(4,) > ¢(4).
Demostracion Pongamos B, = A, y
B,=A4,— A, n=23,...).

Entonces B " B, = Oparai # j,A, =B u - u B yA=UB,
Por tanto,

#d) = 3. 9(B)

#A) = 5 4(8).
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CONSTRUCCION DE LA MEDIDA DE LEBESGUE

11.4 Definiciobn Representemos por R” un espacio euclidiano p-dimensio-
nal. Por intervalo en R’ entenderemos el conjunto de los puntos x =
= (X,..., X,), tales que

(10) ainiSb, (i=1,...,p),

o el conjunto de puntos caracterizado por (10) con alguno o todos los signos
< sustituido por <. La posibilidad de ser a; = b, para algan valor de i no
queda excluida; en particular, el conjunto vacio esta incluido entre los in-
tervalos.

Si A es la uniébn de un ntmero finito de intervalos, se dice que A4 es un
conjunto elemental.

Si I es un intervalo, definimos

)

m(I) = H (bl - ai),

i=1

sin que importe si en cualquiera de las desigualdades de (10) esta excluida o
incluida la igualdad.

SiAd =1 u-—-vu I,y si estos intervalos son ajenos dos a dos,
pondremos

(n m(d) =m(ly) + -~ + m(l,).

Representaremos por & la familia de todos los subconjuntos elementa-
les de R~.
Podrian comprobarse ahora las siguientes propiedades:

(12) & es un anillo, pero no un g-anillo.

(13) Si A € &, A es la union de un namero finito de intervalos ajenos.

(14) Si A € &, m(A) esta bien definida por (11); esto es, si se utilizan dos
descomposiciones diferentes de 4 en intervalos ajenos, las dos dan lu-
gar al mismo valor de m(A).

(15) m es aditiva en &.

Notese que si p = 1,2,3, m es longitud, area y volumen, respec-
tivamente,

11.5 Definicion Se dice que una funciéon de conjuntos aditiva no negativa
¢, definida en &, es regular si es cierto lo siguiente: Para cada A € £y cada ¢
> 0, existen conjuntos F € &, G € &, tales que F es cerrado, G es abierto, F
cAc Gy

(16) P(0) — & < ¢(4) < ¢(F) + .
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11.6 Ejemplos

(@) La funcién de conjuntos m es regular.

Si A es un intervalo, es evidente que se satisfacen las condi-
ciones de la Definicion 11.5. El caso general se deduce de (13).
(b) Tomemos R» = R!, y sea o una funcion monoétona creciente,
definida para todo x real. Pongamos

u(la, b)) = a(b—) — a(a—),
pla, b)) = a(b+) — a(a—),
#((a, b)) = a(b+) — a(a+),
u((a, b)) = a(b—) — «(a+).

Donde [a,b) es el conjunto a < x < b, etc. Hay que distinguir estos
casos a causa de las posibles discontinuidades de «. Si p esta definido
para conjuntos elementales del modo hecho en (11), es regular en &.
La demostracion es igual que la anterior de (@).

Nuestro proximo objetivo es demostrar que toda funcion de conjuntos
regular en & puede ser extendida a una funcion de conjuntos aditiva nume-
rable en un o-anillo que contiene a &.

11.7 Definicibn Sea u aditivo, regular, no negativo y finito en &. Conside-
remos cubiertas numerables de cualquier conjunto £ = R’ por conjuntos
abiertos elementales A,:

Ec |4,
n=1
Definamos
(17 | WH(E) = inf 3 u(4,)

tomando el inf sobre todas las cubiertas numerables de E por conjuntos
elementales abiertos. A u*(E) se le llama medida exterior de E correspon-
diente a u.

Es evidente que u*(E) = 0 para todo E y que

(18) H*(E,) < uX(Ey)

si E. < E,.
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11.8 Teorema

19)

(@) Para todo A € &, p*(A) = u(A4).

(b) SiE=\JE,
1

H*(E) sniu*(E,.)-

Notese que (a) afirma que p* es una prolongacion de u, de £a la fami-

lia de todos los subconjuntos de R?. A la propiedad (19) se le llama subadi-
tividad.

(20)

21

Demostracion Elijamos 4 €e §y ¢ > 0.
La regularidad de p* demuestra que A estd contenido en un

conjunto elemental abierto G tal que u(G) < u(A4) + & Como p*(A)
< u(G) y como ¢ era arbitrario, tenemos

w4) < w4).

La definiciobn de p* demuestra que hay una sucesion {4,] de
conjuntos elementales abiertos cuya union contiene a A4, tal que

.21 1(A,) < p¥(4) +e.

La regularidad de u demuestra que A contiene un conjunto elemental
cerrado F tal que u(F) = u(A) — ¢; y como F es compacto, tenemos

FcAd v - UAy
para algin N. Por tanto,
A <uF)+e<puA, u--vAdy)+e< ﬁu(A,,)-l—SS[t*(A)-{-?.&.
Lo que, en union de (20), demuestra (a).
Continuando, supongamos que £ = {J E, y admitamos que

u*(E,) < + o para todo n. Dado ¢ > 0, hay cubiertas {4,,}, kK =
= 1,2,3,..., de E, por conjuntos elementales abiertos tales que

3 i) < uHED + 27,

Entonces
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M8

WE)S T T A< Y i EN+ e,

1

y se deduce (19). En el caso excluido, esto es, si u*(E,) = + o para
algan n, (19) es trivial.

11.9 Definicibn Para cada A <« R?, B = R, definiremos
(22) S(4,B)y=(4 - B) U (B — A),
(23) d(4, B) = p*(S(4, B)).

Escribiremos 4, — A si

lim d(4, A4,) = 0.

n—w

Si hay una sucesibn {4,} de conjuntos elementales tales que 4, — A,
diremos que A es u-medible finitamente y escribiremos A € Mz (n).

Si A es la union de una coleccibn numerable de conjuntos u-medibles
finitamente, diremos que A es u-medible y escribiremos 4 € M(u).

S(A,B) es la llamada «diferencia simétrica» de A y B. Veremos que
d(A,B) es esencialmente una funcion distancia. ‘

El teorema siguiente nos permitira obtener la prolongacion deseada de u.

11.10 Teorema IN(u) es un o-anillo y u* es aditiva numerable en M (n).

Antes de volver a la demostracion de este teorema, desarrollaremos al-
gunas de las propiedades de S(A,B) y d(A4,B). Tenemos

24) S(A, B)’= S(B, A), S(A4, A) =0.
(25) S(4, B) = S(4, C) u S(C, B).
S(4, v 4,, B, U B))
(26) S(4, N Ay, By 0 By) ) < S(4y, By) v S(4;, By).
S(A1 —4,, By — Bz)
(24) es clara, y (25) se deduce de
(A—-B)c(A-C)u(C—-B), (B—A)c(C—A)u((B-C).

La primera formula de (26) se obtiene de

(4 U 4;) — (By v By) = (4, — B)) v (4, — By).
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Ahora, escribiendo E¢ para el complemento de E, tenemos

S(Al N Az, Bl n .Bz) = S(Ai () Ag, Bf (W) Bg)
< S(A1, BY) U S(45, B3) = S(4,, B)) v S(4,, B);

y se obtiene la altima foérmula de (26) si observamos que
A — A, =A4, n 45.

Por (23), (19) y (18), estas propiedades de S(A4,B) implican

@7 d(4, By=d(B, 4),  d(4, A) =0,
(-8) d(A, B) < d(4, C) + d(C, B),
d(4, v Az, By U B;)
(29) d(A; N Ay, By 0 By)) < d(4y, By) + d(4;, By).

d(4, — A,, By — B)

Las relaciones (27) y (28) muestran que d(A,B) satisface las condi-
ciones de la Definicién 2.15, excepto que d(A4,B) = 0 no implica A = B.
Por ejemplo, si p = m, A es numerable, y B es vacio, tenemos

d(A, B) = m*(4) = 0;
para verlo, cubrimos el n-&simo punto de A por un intervalo I, tal que
m(l) <27 "e.
Pero si definimos dos conjuntos A y B como equivalentes cuando

d(4, B) =0,

dividimos los subconjuntos de R” en clases de equivalencia, y d(A4,B) forma
el conjunto de estas clases de equivalencia en un espacio métrico. MM, (u) se
obtiene entonces, como cerradura de &. Esta interpretacion no es esencial pa-
ra la demostracion, pero explica la idea que sirve de base.

Necesitamos otra propiedad mas de d(4,B), esto es,

(30 {u*(4) — u*(B)| < d(4, B),

si al menos una de u*(A4), p*(B) es finita. Porque suponiendo que 0 < u*(B)
< p*(A). Entonces (28) muestra que

d(4,0)<d(4, B)+ d(B, 0),
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esto es,
u*(A4) < d(A, B) + p*(B).
Como p*(B) es finita, se deduce que
u*(4) — u*(B) < d(4, B).
Demostracion del Teorema 11.10 Supongamos que A € M (u), B

€ My(n). Elijamos {4,}, {B,} de modo que A, € & B, € &, A, —
A, B, — B. Entonces (29) y (30) demuestran que

31 A,UB,>AU B,
(32) A,nB,~»ANB,
(33) A,—B,—A-B,
(34) H*(A,) - p*(A4),

y u*(A) < + oo, pues d(A4,,4) — 0. Por (31) y (33), M-(n) es un
anillo. Por (7),

u(4,) + p(B,) = w4, v B,) + u(4, N B,).
Suponiendo n — oo, obtenemos, por (34) y el Teorema 11.8(a),
u*(A) + p*(B) = u*(4 v B) + u*(4 n B).
SiA n B = 0, entonces u*(4 n B) = 0.
Se deduce que p* es aditiva en M. ().
Sea, ahora, A € M(u). Entonces puede representarse A como
la unibn de una coleccion numerable de conjuntos ajenos de M, (u);
porque si A = U A, con A/ € My (), escribiremos A, = A,y
A=AV VA)— (4,0 VA _y) n=23,4,..).

Entonces

35) A= QIA,,

es la representacion apropiada. Por (19)

36) wHA4) < iu*(An).
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Por otro lado, A o A4, v -+ U A,, y por la aditividad de p*
en M (n) obtenemos

HH(A) 2 p*(Ay U U A) = pt(dy) + o+ pt(A).
Las ecuaciones (36) y (37) implican
BHA) = 3 (4.

Supongamos que u*(A4) es finita. Pongamos B, = A, U ' U
A,. Entonces, (38) demuestra que

dA, BY=p*( ) 4)= 3 u*(4)—0

i=n+1 i=n+1

+

cuando n — oo, Por tanto B, — A, y como B, € M (u), se ve facil-
mente que A € M (w).

Hemos demostrado asi que A € M(u) si A € M) y u*A4)
< + oo.

Esta claro ahora que p* es aditiva en forma numerable en
M (), porque si

A=)4,,

donde {4,} es una sucesidbn de conjuntos ajenos de IM(u), hemos de-
mostrado que (38) se cumple si p*(A4,) < + oo para todo n, y en caso
contrario (38) es evidente.

Finalmente, tenemos que demostrar que M(u), es un g-anillo.
Sid, € M), n = 1,2,3,..., es evidente que {J 4, € M) (Teo-
rema 2.12). Supongamos que A € M), B € M), y

8

A=

n

)
An9 B= UBn’
n=1

1

donde A,, B, € M.(x). Entonces, la identidad
A,nB=|) (4,n B)
i=1

demuestra que 4, N B € M(u); y como

p*(4, N B) < u*(4,) < + o,

A, nBe M (). Portanto A, — B e M,(u), yA — B € M),

pues A — B = Up=1 (4, — B).
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Sustituiremos ahora u*(A) por u(A) si A € WM(u). Asi, u definido ori-

ginalmente solo en &, queda prolongado a una funcion de conjuntos aditiva
en forma numerable en el g-anillo M(u). Esta funcion de conjuntos prolon-
gada se llama medida. El caso particular 4 = m es la llamada medida de Le-
besgue en R”.

11.11 Observaciones

(39

(40)

(@) Si A es abierto, entonces A € Mi(u) porque cada conjunto
abierto en R’ es la union de una coleccibn numerable de interva-
los abiertos. Para verlo, es suficiente construir una base numerable
cuyos elementos sean intervalos abiertos.

Tomando complementos, se deduce que todo conjunto cerrado
esta en M(un).
(b) SiAd e M)y e > 0, existen conjuntos F'y G tales que

FcAcQG,
F es cerrado, G es abierto, y
uwG — A) <g, A —-F)<e.

La primera desigualdad se cumple porque u* fue definida por
medio de recubrimientos por conjuntos elementales abiertos. La se-
gunda se deduce tomando complementos.

(c) Decimos que E es un conjunto de Borel, si E puede obtenerse
por namero de operaciones numerable, partiendo de conjuntos abier-
tos, consistiendo cada operacidbn en tomar uniones, intersecciones o
complementos. La coleccién # de todos los conjuntos de Borel en R?
es un ¢-anillo; de hecho, es el menor s-anillo que contiene todos los
conjuntos abiertos. Por la observacion (@), E € Mu) si E € A.

(d) SiA e M), existen conjuntos de Borel F'y G tales que F <
AcG,y

WG — A) =4 - F)=0.

Lo que se deduce de (b) si tomamos ¢ = 1/n y hacemos n — oo,

Como A = Fu (A — F), vemos que cada 4 € M(u) es la
union de un conjunto de Borel y un conjunto de medida cero.

Los conjuntos de Borel son u-medibles para todo u. Pero los
conjuntos de medida cero [esto es, los conjuntos E para los cuales
u*(E) = 0] pueden ser diferentes para diferentes .

(e) Para cada p, los conjuntos de medida cero forman un g-anillo.
(f) En el caso de la medida de Lebesgue, todo conjunto numerable
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tiene medida cero. Pero hay conjuntos no numerables (d¢ hecho, per-
fectos) de medida cero. Puede tomarse como ejemplo el conjunto de
Cantor: Utilizando la notacion de la seccidon 2.44, se ve facilmente
que

mE)=@" (=123,..);

y como P = ﬂ E,, P c E, para todo n, de modo que m(P) = 0.

ESPACIOS DE MEDIDA

11.12 Definicion Supongamos que X es un conjunto, no necesariamente
subconjunto de un espacio euclidiano, o en realidad de algiin espacio métri-
co. Se dice que X es un espacio de medida si existen un g-anillo de subcon-
juntos de X (llamados conjuntos medibles) y una funcion de conjuntos aditiva
numerable no negativa p (llamada medida), definida en 9.

Si, ademas, X € M, se dice que X es un espacio medible.

Por ejemplo, podemos tomar X = R, M la coleccion de todos los
subconjuntos medibles de Lebesgue de R”, y u la medida de Lebesgue.

O bien, X el conjunto de todos los enteros positivos, M la coleccion
de todos los subconjuntos de X, y u(E) el nimero de elementos de E.

Otro ejemplo lo proporciona la teoria de probabilidad, donde pueden
considerarse los sucesos como conjuntos y la probabilidad de que se produz-
can los sucesos, es una funcion de conjuntos aditiva (o aditiva en forma
numerable).

En los parrafos siguientes trataremos siempre sobre espacios medibles.
Se recalca el hecho de que la teoria de la integracion que estudiaremos pron-
to no sera mas sencilla en ningin aspecto si sacrificasemos la generalidad
que hemos alcanzado y nos limitasemos a la medida de Lebesgue, es decir, a
un intervalo de la recta real. De hecho, la caracteristica esencial de la teoria
se deduce con mucha mas claridad en el caso méas general, en el que se ve
que todo depende solamente de la aditividad numerable de x en un g-anillo.

Sera conveniente introducir la notacion

(41) {x|P}

para el conjunto de todos los elementos x que tienen la propiedad P.

FUNCIONES MEDIBLES

11.13 Definicion Sea f una funcion definida en el espacio medible X, con
valores en el sistema ampliado de los nimeros reales. Se dice que la funcion
f es medible si el conjunto '
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42) {x|f(x) > a}

es medible para todo ntimero real a.

11.14 Ejemplo Si X = Ry M = M (n) tal como se define en la Defini-
cibn 11.9, toda f continua es medible, pues entonces (42) es un conjunto

abierto.

11.15 Teorema Cada una de las cuatro condiciones siguientes implica las
otras tres:

43) {x|f(x) > a} es medible para todo a real.
44 {x|f(x) = a} es medible para todo a real.
43) {x|f(x) < a} es medible para todo a real.
(46) {x|f(x) < a} es medible para todo a real.

Demostracion Las relaciones

Glrwza=0 {x|f(x) >a- ,‘1}
1/ < @) = X — {x11() = al,

0

tlr@=a=0 {xlf(x) <a+ ,‘1}

{x|f(x) >a} = X — {x|/(x) < a}

demuestra sucesivamente que (43) implica (44), (44) implica (45), (45)
implica (46) y (46) implica (43). ‘

Por tanto, puede usarse cualquiera de estas relaciones en lugar
de (42) para definir la mensurabilidad.

11.16 Teorema Si f es medible, |f| es medible.
Demostracion
Xf)] <a}={x|f(x) <a} 0 {x|f(x) > —a}.

11.17 Teorema Sea {f,} una sucesién de funciones medibles. Para x € X,
pongamos

gx) =supf(x) (n=1,23,..),
h(x) = lim sup f,(x).

n— o0
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Entonces, g y h son medibles.

Esto mismo es cierto, naturalmente, para €l inf y el lim inf.

Demostracion

(xlg® > a) =  (x1/,0 > a),
h(x) = inf g,(x),

donde g, (x) = supf,(x) (n = m).

Corolarios

337

(a) Si fy g son medibles, entonces max(f,g) y mir(f,g) son medibles.

Si
4N fT=max(f,0), f~=-min(f0),

se deduce, ' n particular que f* y f~ son medibles.

(b) E! limite de una sucesion convergente de funciones medibles es

medible.

11.18 Teorema Sean f y g funciones de valores reales medibles definido:

en X, sea F real y continua en R*, y hagamos

h(x) = F(f(x),g(x))  (x € X).

Entonces, h es medible
En particular, f + g y fg son medibles.

Demostracion Sea
G, = {(u, v)| Fu, v) > a}.

G, es un subconjunto abierto de R?, y podemos escribir

donde {/,} es una sucesidon de intervalos abiertos:

I ={uv)a,<u<b,, c,<v<d,).
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Como
(xlay <f() < by = (21700 > @} 0 (317 <)
es medible, se deduce que el conjunto
(K1), 200 € ) = {xa, <) < by} O (xley < 83 <}
es medible. Por tanto, también sucede lo mismo con
{(x|h(x) > a} = {x|(f(x), 2(x)) € G}
0 1060, 83 e 1)

Recapitulando, podemos decir que todas las operaciones ordinarias del
analisis, incluyendo las de limites, cuando se aplican a funciones medibles,
producen funciones medibles; en otras palabras, todas las funciones con las
que nos encontramos de ordinario, son medibles.

Que, sin embargo, esto no es mas que una afirmacion aproximada, se
demuestra con el siguiente ejemplo (basado en la medida de Lebesgue, en la
recta real): Si h(x) = f(g(x)), donde f es medible y g continua, h no es nece-
sariamente medible. (Para detalles, véase McShane, p. 241.)

El lector habra observado que no hemos mencionado la medida en el
estudio de las funciones medibles. De hecho la clase de las funciones me-
dibles en X depende solo de o-anillo (utilizando la notacion de la Definicion
11.12). Por ejemplo, podemos hablar de funciones medibles segiin Borel en
Rr, esto es, funciones f para las que

x1f(x) > a}

es siempre un conjunto de Borel, sin referencia a ninguna medida particular.

FUNCIONES SIMPLES

11.19 Definicibn Sea s una funcion de valores reales definida en X. Si el
rango de s es finito, decimos que s es una funcién simple.
Sea £ < X, y pongamos

48) Ky(x) = {(‘) ey

a K, se llama funcién caracteristica de E.
Supongamos que el rango de s consta de los nimeros distintos ¢, ...,
¢,. Sea

E; = {x|s(x) =c;} (i=1,...,n).
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Entonces

(49) S = C,-KE,,
=1

esto es, toda funciéon simple es una combinacién lineal finita de funciones
caracteristicas. Es evidente que s es medible si, y solo si los conjuntos E,,...,
E, son medibles.

Es de interés que toda funcibn puede aproximarse por funciones
simples:

11.20 Teorema Sea f una funcion real en X. Existe una sucesion {s,} de
Sfunciones simples tales que s,(x) — f(x) sin — oo, paratodo x € X. Si fes
medible, puede elegirse {s,} de modo que sea una sucesion de funciones me-
dibles. Si f = 0 [s,] puede elegirse tal que sea una sucesién mondtona
creciente.

Demostracion Si f = 0, definiremos

1 ,
Bu= (x| G s/0<g)  R=Gl@zn
paran = 1,2,3,...,i = 1,2,..., n2". Pongamos
n2tj— |
(50) S, = Z '2_nKEni +nKF”.
i=1

En el caso general, f = f+ — f— y aplicaremos la construccion prece-
dente a f* y a f—.

Puede observarse que la sucesion fs,} dada por (50) converge
uniformemente hacia f si f es acotada.

INTEGRACION

Definiremos la integracion en un espacio medible X, en el que M es el
o-anillo de conjuntos medibles, y p es la medida. El lector que quiera consi-
derar un caso mas concreto puede pensar en X como la recta real, o un in-
tervalo, y en p como la medida m de Lebesgue.

11.21 Definicibn Supongamos que

1) s =Y eKe®) (xeX,c>0)
i=1
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es medible, y que E € M. Definiremos

52 1) = 3. cinE n E).
St f es medible y no negativa, definiremos

(53) | rau=sup 165,

donde se ha tomado el sup sobre todas las funciones simples s tales que 0 <
s = f.

Al primer miembro de (53) se le llama integral de Lebesgue de f, res-
pecto a la medida u, sobre el conjunto E. Se observara que la integral puede
tener el valor + oo,

Se comprobara facilmente que

(54) [ sdu=1Igs)
E
para toda funcidén medible simple no negativa s.

11.22 Definicion Sea f medible, y consideremos las dos integrales
55 * du, ~du,
(55) [rran [ 1 a

donde f+ y f— estan definidas como en (47).
Si una al menos de las integrales (55) es finita, definiremos

(56) [ rdu=]r*du=] fdu.

Si las dos integrales de (55) son finitas, (56) es finita, y diremos que f
es integrable (o sumable) en E en el sentido de Lebesgue, con respecto a pu; y
escribiremos f € £ (u) en E. Si p = m, la notacion habitual es: f € & en E.

Esta terminologia puede resultar un poco confusa: si (56) es + o o —
— oo, la integral de f sobre E esta definida, aunque f no es integrable en el
sentido anterior de la palabra; f es integrable en E solamente si su integral
sobre E es finita.

Nos interesaremos principalmente por las funciones integrables aunque
en algunos casos es conveniente tratar el caso mas general.

11.23 Observaciones Las propiedades siguientes son evidentes:

(a) Sifes medible y acotada en E, y si u(E) < + oo, entonces f €
L) en E.
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(b) Sia = f(x) <bparaxec E,y(E) < + o, es
au(E) < fE fdyu < bu(E).
(c) Sifyge PuyenkE, ysif(x) <g(x)parax € E
Lf@ng@.

(d) Sife &£ enE, entonces ¢f € #(u) en E, para toda constante
finita ¢, y

f cfdu=cf fau.
E E
(e) Siu(E) = 0, y f es medible,

f fdu=0.

E

(f) Sife PwenE, Ae M yA < E, entonces f € L(n) en A.
11.24 Teorema

(a) Supongamos que f es medible y no negativa en X. Para A € M,
definamos

7 o) =] fau.

Entonces, ¢ es aditiva numerable en IN.
(b) La misma conclusion se cumple si f € £ (u) en X.

Demostracion Es evidente que (b) se deduce de (a) si escribimos f =
= f+ — f~ y aplicamos (@) a f* ya f.
Para demostrar (@), tenemos que probar que

(58) oA = 3 o)

Sid, e Mn=1,23,..),si4, nA =0parai+jysid=F
A,.

n
Si f es una funcion caracteristica, la aditividad numerable de ¢
es precisamente la misma que la aditividad numerable de x, pues
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(59

(60)

(61)

(62)

L Ky dy = (A n E).

Si f es simple, es de la forma (51) y la conclusidon se sigue
cumpliendo.

En el caso general, tenemos para cada funcién simple medible s
talque 0 < s < f.

[sau=3 [ sdus o).
A n=1"A, n=1
Por tanto, por (53),
o)< T o4

Ahora, si ¢(4,) = + oo para cualquier n, (58) es trivial, por-
que ¢(A) = #(A4,). Supongamos que ¢(4,) < + o para todo n.

Dado ¢ > 0, podemos elegir una funcion medible s tal que 0 <
s < f,yque

fAlsduzfAlfdu—a, Lzsduz‘[{zfdy—-a.
Por lo tanto,

$dy L A7) = |

Ag v Ay

sdu= L sdu + L sdp = d(A4y) + ¢(4,) — 2¢,

de modo que
(A4, L 4,) = ¢(4;) + $(4,).
Se deduce que tenemos, para todo n,
P4, U 4,) 2 P(4y) + 0+ B(4,).

Como A o A u:-uU A, (61) implica

HA) 2 o),

y de (59) y (62) se deduce (58).
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Corolario SiA e M, B <« A, yu(A — B) = 0, serd
[ fau={ fan.
A B

Como A = B u (A — B), esta expresion se deduce de la observacion
11.23(e).

11.25 Observaciones El corolario anterior demuestra que los conjuntos de
medida nula son despreciables en la integracion.
Escribamos f ~ g en E si el conjunto

{x|f(x)# g} nE

tiene medida nula.

Entonces, f ~ f; f ~ g, implicag ~ f,vf ~ g g ~ himplica f ~ h.
Esto es, la relacion ~ es una relacion de equivalencia.

Si f ~ g en E, tenemos como se ve facilmente,

Lf dp = L g du,

siempre que existan las integrales, para todo subconjunto medible A de E.

Si se cumple una propiedad P paratodox € E — A, ysiu(4) = 0, se
acostumbra a decir que P se cumple para casi todo x € E, o que P se cumple
casi en todas partes en E. (Este concepto «casi en todas partes» depende,
ciertamente, de la medida particular que se considere. En el texto, si no se
dice nada en contrario, se refiere de ordinario a la medida de Lebesgue.)

Si f e Z(u) en E, es evidente que f(x) debe ser finita en casi todas par-
tes en E. Sin embargo, en la mayoria de los casos no perderemos ninguna ge-
neralidad si suponemos que las funciones dadas tienen valores finitos desde
el principio.

11.26 Teorema Sif e L(u) en E, entonces |f| € L) en E, y
du| < du.
63) lqul_LVlu

Demostracion Escribamos E = A u B, siendo f(x) = 0en A y f(x)
< 0 en B. Por el Teorema 11.24.

[\fldu=f fldu+ [ Ul du=] f*dut [ S du< s,

de modo que |f] € ZL(u): Como f < |f] y —f = |f|, vemos que
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[raus[ \fldw [ raus| |7l dn,

y se deduce (63).

Como la integrabilidad de f implica la de |f|, de la integral de Lebes-
gue se dice a menudo que es una integral absolutamente convergente. Es
ciertamente posible definir integrales no absolutamente convergentes, y en la
resolucion de algunos problemas es esencial hacerlo; pero estas integrales ca-
recen de alguna de las propiedades mas ttiles de la integral de Lebesgue y
juegan un papel algo menos importante en el analisis.

11.27 Teorema Supongamos que f es medible en E, |f| < g, y g € L)
en E. Entonces f € ¥(u) en E.

Demostracion Tenemos que f+ < gy f~ < g.

11.28 Teorema de la convergencia monodtona de Lebesgue Supongamos
que E € M. Sea {f,} una sucesion de funciones medibles, tales que

(64) 0<fix)<fr(x)<:-- (x € E).

Sea f definida por
(65) L)~ f(x) (x€kE)

cuando n — oo, Entonces
66) | fdu~| rdu ().

E E

Demeostracion Por (64), es claro que, cuando n — oo,

(67) [ frdu—a
E
para algn o; y como {f, < [f, tenemos

(68) 2 < fE fdu.

Elijamos c, tal que 0 < ¢ < 1, y sea s una funcion simple me-
dible, tal que 0 < s < f. Pongamos

E,={x|f,(x)=es(x)} (n=123..)).
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Por (64), E, <« E, < E, = ,...,y por (65),
E= QIE,,.
Para todo n,
fEﬁdquEuﬁduZCjE"sdp.

Hagamos n — o en (70). Como la integral es una funcidon de conjun-
tos aditiva numerable (Teorema 11.24); (69) demuestra que podemos
aplicar el Teorema 11.3 a la Gltima integral de (70) y obtenemos

o= cfE s du.
Haciendo ¢ — 1, vemos que

o> fE sdu,
y (53) implica

o> J-E fdu.

Deduciéndose €l teorema de (67), (68) y (72).

11.29 Teorema Supongamos que f = f, + f,, donde f, € ¥(u) sobre E (i
= 1,2). Entonces f € %(u) en E, y

(73)

[rau=] fidu+[ fran.

Demostracibn Supongamos, primero, que f; = 0, f;, =2 0. Si f, y £,
son simples, de (52) y (54) se deduce inmediatamente (73). En caso
contrario, elijamos sucesiones monétonas crecientes {s,}, {s,”} de fun-
ciones simples medibles no negativas que convergen hacia f, y f,. El
Teorema 11.20 demuestra que es posible. Pongamos s, = s, + s, Sera

fE s, dp = fz Sy ap + fxz sy du,

y se deduce (73) si hacemos n — o y recurrimos al Teorema 11.28.
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(74)

(75)

Continuando, supongamos que f; = 0, f, < 0. Pongamos
A={x|f(x)=0}, B={x|f(x)<0}.
Entonces f,f, y — f, son no negativas en A. Por tanto,

[ fdu=[ rdu+] (~rodu=] rdu~[ frdp.

De igual modo, —f,f, y —f, son no negativas en B, de modo
que

[ =] fidus [ (=Nan,

[frdu=] fdu~] fran,

y se deduce (73) si sumamos (74) y (75).

En el caso general, puede descomponerse E en cuatro conjuntos
E;, en cada uno de los cuales tienen signo constante f,(x) y £(x). Los
dos casos que ya hemos demostrado implican

[ fau=[ fidu+[ fide  G=1.239

y se deduce (73) sumando esas cuatro ecuaciones.

Ahora estamos. en condiciones de volver a enunciar el Teorema
11.28 para las series:

11.30 Teorema Supongamos que E € M. Si {f,} es una sucesién de fun-
ciones medibles no negativas y

(76)

f0) =3 ) (xeE),

entonces

".Efdu =n21 '[Ef;‘ dﬂ.

Pemostracion Las sumas parciales de (76) forman una sucesion mo- -
ndtona creciente.
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11.31 Teorema de Faton Supongamos que E € . Si {f,} es una sucesion
de funciones medibles no negativas, y

f(x) = liminf f,(x) (x € E),

n—* oo

entonces

an fE fdu < liminf L £, du.

n— o

En (77) puede darse la desigualdad. En el Ejercicio 5 se da un ejemplo.

Demostracion Para n = 1,2,3,... y x € E, hagamos
g.(x) = inf fi(x) (i > n).

Entonces g, es medible en E, y

(78) 0<g(x)<gMx) <,
(79) 8u(x) < fo(x),
(80 8(x)>f(x)  (n—o0).

Por (78); (80) y el Te rema 11.28,
81 nd du,
@81 ng w— fEf iz

de modo que de (79) y (81) se deduce (77).

11.32 Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue Supongamos
que E € M. Sea {f,} una sucesién de funciones medibles, tales que

(82) fx)=>f(x) (xekE)
- Cuando n — oo, si existe una funcién g € ¥(u) en E, tal que
(83) ix)| <8(x) (n=1,2,3,...,x€E),

entonces

(84) lim Lf,, du = fEfdu.

n—> o
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A consecuencia de (83), se dice que {f,} esta dominada por g, y habla-
remos de convergencia dominada. Por la Observacion 11.25, la conclusion es
la misma si se cumple (82) en casi todas partes en E.

Demostracion Primeramente (83) y el Teorema 11.27 implican que

J. € W)y S e L) enE.
Como f, + g = 0, el teorema de Fatou demuestra que

[ (f+@)du<timinf [ (,+8)dy,
E E

n— o

(85) fE fdu < lim inf L- £, du.

n—+ o

Como g — f, = 0, vemos igualmente que
[ ¢-Hau<iimint [ (g-1)du,
E n—» o E
de modo que

- fEfd,u < lim inf [—jEfn d,;],

n—oc

que es lo mismo que

(86) fE fdu > lim sup fE fdu.

n-*oo

La existencia del limite en (84) y la igualdad planteada en (84) se
deducen, ahora, de (85) y (86).

Corolario Si u(E) < + oo, {f,), es uniformemente acotada en E, y f,(x) —
f(x), en E se cumple (84).

Una sucesion convergente uniformemente acotada, se llama frecuente-
mente acotadamente convergente.

COMPARACION CON LA INTEGRAL DE RIEMANN

El proximo teorema demuestra que toda funcion que es integrable, segin
Riemann, en un intervalo es, también integrable, segiin Lebesgue, y que las
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funciones integrables segiin Riemann estan sujetas a condiciones de conti-
nuidad mas rigurosas. Aparte del hecho de que la teoria de Lebesgue nos
permite, por ello, integrar una clase mucho mas amplia de funciones, su ma-
yor ventaja estriba quiza en la facilidad con que se manejan muchas opera-
ciones de limites; desde este punto de vista, los teoremas de convergencia de
Lebesgue pueden considerarse como el corazon de la teoria de Lebesgue.

Una de las dificultades que se encuentra en la teoria de Riemann, es
que los limites de las funciones integrables segiin Riemann (o incluso de las
funciones continuas) pueden no ser integrables segin Riemann. Esta dificul-
tad queda ahora casi eliminada, pues, los limites de funciones medibles son
siempre medible.

Sea el espacio de medida X el intervalo [a,b] de la recta real, con g =
= m (medida de Lebesgue), y M la familia de subconjuntos de [, b] medi-
bles, segiin Lebesgue. En lugar de

f fdm
X
se acostumbra usar la notacién ordinaria

_[bfdx

-para la integral de Lebesgue de f sobre [a,b]. Para distinguir las integrales de
Riemann de las de Lebesgue, representaremos las primeras por

@fbfdx.

11.33 Teorema

(@) Sife R enabl, entonces f € £ en [a,b], y

(87) fbfdx = ,@jbfdx.

(b) Supongamos que f es acotada en [a,b). Entonces f € R si, y so-
lo si f es eontinua en casi todas partes en [a,b].

Demostracibn Supo6ngase que f es acotada. Por la Definicion 6.1 y
el Teorema 6.4 existe una sucesion {P,} de particiones de [a,b] tal que
P, ., es un refinamiento de P,, tal que la distancia entre puntos adya-
centes de P, es menor que 1/k, y tal que
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(8%)

(89)

(90

€2))

92)

%3

(%94

im L(P,.f) = R j fdx, HEmUP,.f)=%R f fdx.
k- o0 x k-

(En esta demostracion, todas las integrales se toman sobre [a,b].)
Si P, = P4,X,...5 X,}, con x, = a,x, = b, define

U(a) = Ly(a) = f(a);

poniendo U, (x) = M,y L, (x) = mparax,_, <x<x,1 <i=<ny
usando la notacidbn que se introdujo en la Definicion 6.1. Entonces

LP.f) = [Lodx,  UP.f) = [Uedx,

Lix) < L(x) < <f(x) £ < Uax) < Uh(%)

para todo x € [a,b], ya que P,,, refina a P,. Por (90), existe
L(x) = lim L(x), U(x) = lim U(x).
k- k=

Obsérvese que L y U son funciones medibles acotadas sobre
[a,b], ¥y que

Lx) <f(x) <U(x) (a<x<b),

y que por (88), (90) y el teorema de convergencia monoétona,
dex=9?ffdx, fde:geffdx,

Hasta aqui, no se ha supuésto nada acerca de f excepto que fes
una funcion real acotada sobre [a,b].

Para completar la demostracion, noétese que f € £ si y solo
si sus integrales superior e inferior son iguales; en consecuencia si y
solo si

[Lax=[vax;

ya que L =< U, (94) sucede si y solo si L(x) = U(x) a lo mas para x
€ [a,b] (Ejercicio 1).
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En este caso, (92) implica que

95) L(x) = f(x) = U(x)

casi en todas partes sobre [a,b], asi que f es medible, y (87) se deduce
de (93) y (99).

Ademas, si x pertenece o no a P,, se puede ver facilmente que
U(x) = L(x) si y solo si f es continua en x. Como la uniéon de los
conjuntos P, es numerable, su medida es 0 y se concluye que f es con-
tinua casi en todas partes sobre [@,b] si y solo si L(x) = U(x) casi en
todas partes, en consecuencia (como se vio anteriormente) si, y solo si
feR

Esto ccmpleta la . :j0stracion.,

La relacion ¢ -dinaria entre ir .egracion y diferenciacion se traslada en
alto grado a la teor.a de Lebesgue. Si f € £ en [a,b], Vv

(96) Fox) = | “rdt (@a<x<b),

sera F'(x) = f(x) :n casi todas partes en [a,b].
Inversamente, si F es diferenciable en todo punto de [a,b] (aqui no sir-
ve ya «casi en todas partes») y si F’ € & en [a,b], sera

F(x) — F(a) = j F)dt (a<x<b)

Para la demostracion de estos teoremas, aconsejamos al lector vea al-
guna de las obras sobre integracion citadas en la Bibliografia.

INTEGRACION DE FUNCIONES COMPLEJAS

Supongamos que f es una funcion compleja definida en un espacio de medi-
da X,y f = u + iv, donde u y v son reales. Decimos que f es medible si, y
solo si tanto u como v son medibles.

Es facil comprobar que las sumas y productos de funciones medibles
complejas son también medibles. Como

1] = @+ V)%,

el Teorema 11.18 demuestra que |f| es medible para toda f medible compleja.

Supongamos que p es una medida en X, E es un subconjunto medible
de X y f una funcion compleja en X. Decimos que f € #Z(x) en E siempre
que f sea medible y

©7) [\l du< 4,
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y definimos
fEfdu =fEud[.t+ iLvdy

si se cumple (97). Como |u| < |f|, |v| = |fly |f] = |u] + |v], es evi-
dente que se cumple (97) si, ysolosiu € L(u) yv e L(u) en E.

Ahora pueden extenderse los Teoremas 11.23(a), (d), (e), (f),
11.24(b), 11.26, 11.27, 11.29 y 11.32 a las integrales de Lebesgue de fun-
ciones complejas. Las demostraciones son totalmente directas. La del Teorema
11.26 es la unica que ofrece algo de interés:

Si f € () en E, hay un namero complejo ¢, |c| = 1, tal que

cff@gu
E
Hagamos g = ¢f = u + iv, u 'y v reales. Entonces,

UEfd# =cfEfdu=ngdu=fEudu5fE If| du.

La tercera de las igualdades anteriores se cumplen, pues las precedentes de-
muestran que {, du es real.

FUNCIONES DE CLASE £*

Como aplicacion de la teoria de Lebesgue, ampliaremos el teorema de Parseval
(que demostramos solo para funciones continuas en el Cap. 8) y demostrare-
mos el teorema de Riesz-Fischer para conjuntos ortonormales de funciones.

11.34 Definicibn Sea X un espacio medible. Decimos que una funcibn
compleja f € £*(u) en X, si f es medible y si

jVP@<+w
X

Si u es una medida de Lebesgue decimos que f € £2. Para f € £%(u) (desde
ahora omitiremos la expresion «en X») definimos

i/2
= {f 1917 )
y llamamos a |f| la norma £2(x) de f.

11.35 Teorema Supongamos que f € L*(u) y g € L*(u), Entonces fg €
L), y

98) [ Vel du< 11 el
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Esta es la desigualdad de Schwarz que ya hemos encontrado para las
series y para las integrales de Riemann. De la desigualdad se deduce que

0.< [ (If] +2lgl) du=If12 + 22 [ |fel du+ 22)gl?,

X X

que es cierta para todo \ real.

11.36 Teorema Sif e Z(u)yg € Lu), entonces f + g € L), y
I+ gl <Ifl + lel.

Demostracion La desigualdad de Schwarz muestra que

If+el? =11+ [f2+ [Je+ [ Il
<IFI2 42010 gl + lgh?
= (111 + lgh?.

11.37 Observacion Si definimos la distancia entre dos funciones fy g en
£2(u) por |f — g], vemos que se satisfacen las condiciones de la Definicion
2.17, excepto por el hecho de que |f — g| = 0 no implica que f(x) = g(x)
para todo x, sino solo para casi todo x. Asi, si consideramos idénticas las
funciones que difieren solo en un conjunto de medida cero, £2(x) €s un es-
pacio métrico.

Consideraremos ahora #? en un intervalo de la recta real, con respecto
a la. medida de Lebesgue.

11.38 Teorema Las funciores continuas forman un subconjunto denso de
Z2? en [a,b].

Mas explicitamente, esto significa que para cualquier f € #? en [a,b],
y cualquier ¢ > 0, hay una funcion g, continua en [a,b], tal que

If—el= {J‘:(f—g)2 dx}”2 <e.

Demostracion Diremos que f es aproximada en %2 por una sucesion
{g,}si |f — g | — Ocuando n — oo,

Sea A un subconjunto cerrado de [a,b] y K, su funcion
caracteristica. Pongamos

tx)=inf |[x—y| (yed)



354 PRINCIPIOS DE ANALISIS MATEMATICO

1
S — =1,2,3...).
8(%) 1 + nt(x) (n )

Entonces g, es continua en [a,b], g,(x) = 1 en A,y g,(x) — Oen B,
siendo B = [aq,b] — A. Por tanto,

1/2
g, — Kall = { [ 2 dx} 0

por el Teorema 11.32. Asi pues, las funciones caracteristicas de
conjuntos cerrados pueden ser aproximadas en %2 por funciones con-
tinuas.

Por (39) se ve que también es cierto para la funcibn caracteristi-
ca de cualquier conjunto medible, y por consiguiente, también para
las funciones medibles simples.

Sif=0yfe.#? sea (s,} una sucesibn monodtona creciente de
funciones medibles simples no negativas tales que s,(x) — f(x). Co-
mo |f — s,|> < /2, el Teorema 11.32 demuestra que |f — s,] — O.

De aqui se deduce el caso general.

11.39 Definicion Decimos que una sucesion de funciones complejas {o,}
es un conjunto ortonormal de funciones en un espacio medible X, si

[ odaau={] GZT

n=m).

En particular, debemos tener ¢, € £(u). Si f € L), y si

cn=ff(-ﬁ"d# (n=1,2,3"")9
X
escribiremos

f ~ "21 Cn®ns

como en la Definicion 8.10.

La definicion de serie de Fourier trigonométrica se amplia del mismo
modo a #? (o incluso a &) en [—w,n]. Los Teoremas 8.11 y 8.12 (la desi-
gualdad de Bessel) se cumple para cualquier f € #2(x). Las demostraciones
son iguales, palabra por palabra.

Ahora podemos demostrar el teorema de Parseval.

11.40 Teorema Supongamos que

99 S@~ ¥ e,
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donde f € £? en [—,x]. Sea s, la n-ésima suma parcial de (99). Entonces,

<) 1 T
(101) 3 lal? =E&f_,, | f |2 dx.

Demostracion Sea ¢ > dado. Por el Teorema 11.38, hay una fun-
cion continua g tal que

If —gl <3

Ademas, es facil ver que podemos hacer que g(x) = g(— 7). Entonces
puede prolongarse g en una funcion continua periodica. Por el Teore-
ma 8.16, hay un polinomio trigonométrico 7, de grado N, tal que

€
Tl <—=.
lg f 5

Por tanto, por’eI Teorema 8.11 (ampliado a #2), n = N implica
lsa =fl S WT—fll <e,

y se deduce (100). La ecuacion (102) se deduce de (100) como en la
demostracion del Teorema 8.16.

Corolario Sife Lren{—m,x]ysi
[ f@emdax=0 (=0, £1,42..),

entonces |f| = 0.

Asi, si dos funciones en .#? tienen la misma seri¢ de Fourier, difieren a
lo sumo en un conjunto de medida cero.

11.41 Definicion Sean fy f, € L*(w) (n = 1,2,3,...). Decimos que {f,}
converge hacia fen () si |f, — f| — 0. Decimos que {f,} es una sucesién
de Cauchy en #2(u) si para cada e > 0 hay un entero Ntalquen = N, m =
N implica |f, — f,} =e.

'11.42 Teorema Si {f,} es una sucesién de Cauchy en (), existe una
Juncién f € L) tal que §f,} converge hacia f en ().
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Esto expresa, en otras palabras, que £2%(u) es un espacio métrico

completo.

(102)

(103)

(104)

Demostracion Como {f,} es una sucesion de Cauchy, podemos
hallar una sucesion {n.}, £ = 1,2,3,..., tal que

1
Ifoe = el < 5%

w (k=123

Elijamos una funcion g € #?(u). Por la desigualdad de Schwarz,

el
[, 18U = fool < L.

Por tanto,

S [ 18Us ~fue )l diu < gl
k=1vX

Por el Teorema 11.30, podemos permutar la suma y la integracion en
(102). Se deduce que :

1809) 3, o9~ fe s (O] < + 0

en casi todas partes en X. Por tanto,

k;il Iﬁ'ktl(x) _ﬁlk(x)l < 4+ o

en casi todas partes en X. Porque si la serie de (104) fuera divergente en
un conjunto E de medida positiva, podriamos tomar g(x) no nula
en un subconjunto de E de medida positiva, obteniendo asi una
contradiccion de (103).

Como la k-ésima suma parcial de la serie

00
kzl (/;lk+ 1(x) —.f;lk(x)))
que converge en casi todas partes en X, €s

Jies (X)) = 15,(0),

vemos que la ecuacibn

/() = lim £, ()
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define f(x) para casi todo x € X y no importa como definamos f(x)
en los restantes puntos de X.

Demostraremos ahora que esta funcion f tiene las propiedades
deseadas. Sea ¢ > 0 dado, y elijamos N como se indica en la Defini-
cion 11.41. Si n, > N, el teorema de Fatou demuestra que

If=ful < lim inf || f,, =/l S &

Asi pues, f — f, € L), ycomof = (f - f ) + f,, vemos que f
€ #2(u). También, como ¢ es arbitrario,

lim ||f— /ol = 0.
k— o0
Finalmente, la desigualdad

(105) If = Al < U =Sl + Ufoe = Al

demuestra que {f,} converge hacia f en #2(u); porque si tomamos n'y
n, suficientemente grandes, cada uno de los dos términos del segundo
miembro de (105) se puede hacer arbitrariamente pequeiio.

11.43 Teorema de Riesz-Fischer Sea {¢,} ortonormal en X. Supongamos
que T|c,|? converge, y pongamos s, = ¢¢, + *** + ¢,¢,. Entonces, existe
una funcién f € L*(u) tal que {s,} converge hacia f en L*(u), y que

o0
S~Y cidn-
n=1
Demostracion Paran > m,
"Sn - Smllz = Icm+1|2 + 0+ IC,,Iz,

de modo que {s,} es una sucesion de Cauchy en £?(u). Por el Teore-
ma 11.42, hay una funcion f € £2(u) tal que

lim |f— s, = 0.

n—oo

Ahora, para n > k,
f f?ﬁkdu—ck=f f?ﬁkdu—f suPx dpt,
X X X

de modo que

[ fBudn—cf <1 =sl - 1gel + 1S - sl
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Haciendo n — oo, vemos que

o= fhdn  (k=1,2,3,..),
X
quedando completa la demostracion.

11.44 Definicion Se dice que un conjunto ortonormal {¢,} es completo si,
para f € £2(n), las ecuaciones

[ foadu=0 @=1,23.)
X

implican que |f] = 0.

En el corolario del Teorema 11.40 dedujimos la completitud del siste-
ma trigonométrico a partir de la ecuacidén Parseval (101). Inversamente, la
ecuacion de Parseval se cumple para todo conjunto ortonormal completo:

11.45 Teorema Sea {¢,} un conjunto ortonormal completo. Si f € £(u)
y si

(106) f~ 3 atn

serd

(107) [P du= 3 lel
X n=1

Demostracion Por la desigualdad de Bessel, T|c,|* converge.
Poniendo

Sy =cl¢1 ++ cn¢n’

el teorema de Riesz-Fischer demuestra que hay una funcion g e £2(u)
tal que

(108) g~ 3 ot
y que |g — s,|] — 0. Por tanto |s,| — |g]. Como
Isal® = fer]® + -2 + lea] %,

tenemos

(109) [ lel?du =5 je®
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Ahora, (106), (108) y la completitud de {¢,], demuestran que |f
— g| = 0, de modo que (109) implica (107).

Combinando los Teoremas 11.43 y 11.45, llegamos a la conclusion
muy interesante, de que todo conjunto ortonormal completo induce una
correspondencia 1-1 entre las funciones f € Z2(u). (Considerando idénticas
las que son iguales en casi todas partes) por un lado y las sucesiones {c,} pa-
ra las que converge X |c, |2, por otro. La representacion

. o0
S~ Z cu¢n 5.

n=1
juntamente con la ecuacion de Parseval, demuestran que puede considerarse
ZL*(u) como un espacio euclidiano de dimension infinita (el llamado «espacio
de Hilbert», en el que el punto f tiene coordenadas c,, y las funciones ¢, son
los vectores coordenadas.

EJERCICIOS

1. Sif =20y (. fdy = 0, demostrar que f(x) =. 0 en casi todas partes en E. Suge-
rencia: Sea E, el subconjunto de E en el cual f(x) > 1/n. Escribir A = (JE,.
Entonces u(A) = 0 si y solo si u(E,) = 0 para todo n.

2. Si |, fdp = 0 para todo subconjunto medible A de E, f(x) = 0 casi en todas
partes en £,

3. Si |f,} es una sucesion de funciones medibles, probar que el conjunto de puntos x
en los cuales {f, (x)} converge, es medible.

4. Sife L) en Eyges acotada y medible en E, fg ¢ L(x) en E.

5. Poniendo

o O<x<3}),
£ =1 G<x<l),
Sau(x) = g(x) 0<x<,

fun()=gl—x) (0<x<1).
es

liminf f(x)=0 (O<x<1),

n—o

pero
f 0‘ fix) dx =4,

[Comparar con (77))].
6. Si

1
= Uxl<n,
0

(x| >n).
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11.

12.

13.

14.

15.

Entonces f,(x) — O uniformemente en R!, pero

f‘” fidx=2 (n=1,2,3,..).

(Escribimos (<, en lugar de {,). Asi, la convergencia uniforme no implica la
convergencia dominada en el sentido de Teorema 11.32. Sin embargo, en los con-
juntos de medida finita, las sucesiones uniformemente convergentes de funciones
acotadas. Satisfacen el Teorema 11.32.

. Hallar una condicion necesaria y suficiente para que f € %(a) en [a,b). Sugeren-

cia: Considerar el ejemplo 11.6(b) y el Teorema 11.33.
Sife Renlablysi Fix) = (X f(t) dt, F'(x) = f(x) en casi todas partes en
[a,b].

. Probar que la funcion F dada por (96) es continua en [a,b].
10.

Si w(X) < + oy fe L) en X, entonces f € L (u) en X. Si

pX) = + oo,
esto es falso. Por ejemplo, si
1
x) =
S0 1+ x|’

feZL2en R, pero f ¢ ¥ en R!.
Si f, g € Z(n) en X, definir la distancia entre fy g por

fxlf—gl du.

Probar que % (u) es un espacio métrico completo.
Suponer

@ fey) =1si0<x=<1,0=<y=<]l,
(b) para x fijo, f(x,») es funcibn continua de y,
(c) wvara y fijo, f(x,y) es funcibn continua de x.
Poner

g =[, fedy  O<x<).

(Es continua g?
Considerar las funciones

fu(x) =sen nx n=123,..,—7<x<n)

como puntos de 2. Probar que el conjunte de estos puntos es cerrado y acota-
do, pero no compacto.

Probar que una funcidon compleja es medible si y solo si f~!(V) es medible para
todo conjunto abierto V en el plano.

Sea Z el anillo de todos subconjuntos elementales de (0, 1)].Si0 <a < b < I,
definir,



16.

17.

18.
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é(la, b)) = ¢(la, b)) = ¢ ((a, b)) = P((a, b)) = b — a,
pero siendo
#((0, b)) = $((0, b)) =1+ b

si0 < b =< 1. Demostrar que esto da una funcion de conjuntos aditiva ¢ en &
que no es regular y que no puede ampliarse a una funcion de conjuntos aditiva
numerable en un ¢-anillo.

Suponer que {n,} es una sucesion creciente de enteros positivos y E es el conjunto
de todos los x € (—«, #) en los que converge. {sen n,x}. Probar que m(E) = 0.
Sugerencia: Para todo A < E,

f sen mx dx —>0,
A

ZL (senmx)? dx = L (1 — cos 2mx) dx -m(A) cuando k -> co.

Suponer que £ < (—=, 7); m(E) > 0,8 > 0. Utilizar la desigualdad de Bessel
para probar que hay a lo sumo un nimero finito de enteros # tales que sen nx =
6 para todo x ¢ E.

Suponiendo que f € L2(n), g € L*(u), probar que

\[reau|" = [ 1717 du [ 161 du

si y solo si hay una constante c tal que g(x) = ¢f(x) en casi todas partes. (Com-
parar con el Teorema 11.35).
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LISTA DE SIMBOLOS ESPECIALES

Los simbolos enumerados a continuacion estan acompaiiados por su significado breve
y el namero de la pagina en la que estan definidos.

€ pertenecea...............00u.. 3
¢ nopertenecea................. 3
<, > signosdeinclusion.......... 3
Q camporacional ................. 3
<, =, >, = signos de desigualdad .3
sup minima cota superior . ......... 4
inf maxima cota inferior........... 4.
R camporeal .................... 9
+ o, — oo infinitos ......... 12, 29
Z complejo conjngado............ 15
Re(z) partereal................. 15
Im (z) rparte imaginaria........... 15
|z| wvalor abtsoluto .............. 15
r simbolodesuma........... 16, 62
R* k-espacio euclidiano .......... 17
0 vectornulo.................... 17
Xy productoinerno............ 17
{x' norma de un vector .......... 17

{x,) sucesion .................... 28
UL unibn ...l 29
(), n interseccion ............... 29
(a, b) segmento ................. 33
[a, b] intervalo.................. 33
E¢ complementode .............. 34
E’ puntos limitede................ 37
E cerradurade .................. 37
lim limite....................... 50
— converge hacia ........... 50, 104
lim sup limite superior............ 59
lim inf limite inferior............. 59
geof composicion ................ 92
Sf(x+) limite por la derecha ...... 101
flx—) limite por la izquierda . . ... 101
S’ (x) derivadas.......... 110, 119

UP.NH, U(P,f.a), L(P,HL(P,f,a)
sumas de Riemann ......... 130, 131
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R, A() clases de funciones integrables

de Riemann (Stieltjes) ... ... 130, 131
€ (X) espacio de funciones

continuas ..................... 161
i ! norma........... 150, 161, 352
exp funcion exponencial ......... 192
D, nacleo de Dirichlet .......... 203
I'(x) funcibngama.............. 207
les,..., e,] baseestandar ........ 220
L(X), L(X, Y) espacios de

transformaciones lineales. . ... ... 223 °
[A] matriz ..................... 225
D;f derivada parcial............. 231
Vf gradiente ................... 234
%', %" clases de funciones

diferenciables ............. 236, 254
det {] determinante.............. 251
JAX) Jacobiano................. 253
s Vid - yacobiano ... ... 254

HXqyeeny X,)

I* kecelda...................... 265
Q% k-simplex ................... 267
dx; k-formabasica.............. 278
A simbolo de multiplicacion . ... .. 275
d operador diferenciacion. .. .. ... 282
wr transformadade.......... ... 284
0 operador frontera............. 291
V x F rotacional ........... ... 305
V+F -divergencia ............... 305
& anillo de conjuntos elementales 327
m medida de Lebesgue . ... .. 327, 333
pw medida.................. 327, 333
Me, M tamilias de conjuntos
medibles ..................... 330

{x| P} conjunto con la propiedad. .335
S+, f~ parte positiva (negativa) de .337
K funcion caracteristica ........ 338
L, L (w), L2, L*(u) clases de
funciones integrables segin
Lebesgue ................. 340, 352



Abel, N.H., 80, 186
Acotabilidad uniforme, 166
Adicion,
formula de la, 191
(véase también Suma)
Aditividad, 325
numerable, 325
Algebra, 173
auto-adjunta, 177
uniformemente cerrada, 173
(véase también Anillo)
Angulo sélido, 319
Anillo, 325
Aplicacion (véase, Mapeo)
Aproximacion cuadratica
media, 202
Arco, 146
Artin, E., 206, 210
Axiomas, 5,.6
de campo, S
de cuerpo (véase Axiomas,
de campo)

Baire, teorema de, 49, 87
Base, 48
de un espacio vectorial, 220
estandar, 220
numerable, 49
Bellman, R., 213
Bessel, desigualdad de, 202, 354
Bohr-Mollerup, teorema de, 207
Bola, 34
Borel, conjunto de, 334
Brouwer, teorema de, 218
Buck, R.C., 210

Cadena, 290
afin, 290
diferenciable, 292
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Cambio de variable, 142,
272, 284
Campo,
complejo, 13, 198
ordenado, 8, 22
conjunto, 3, 19, 23
k-tupla, 17
par, 13
real, 9
vectorial, 304
Cantor, G., 23, 32, 200
Cantor, conjunto de, 45, 87,
149, 180, 335
Casi en todas partes, 343
Cauchy,
criterio de, 57, 63, 157
prueba de condensacion
de, 65
sucesion de, 23, S5, 88, 355
Celda, 33
Cerradura, 37
uniforme, luvl, 173
Circulo de convergencia, 74
Clausura (véase Cerradura)
Coleccion, 29
Combinacion lineal, 219
Complemento, 34
Complecion (véase Completez)
Completez, 88
Componente,
de una funcion, 94, 231
tangencial, 311
Composicion, 92, 112, 136, 223
Conjugado, 15
Conjunto(s), 3
abierto, 34
acotado, 34
superiormente, 34
ajenos, 29

de Borel, 334
de Cantor, 44, 87, 149,
180, 335
cero, 105, 125
cerrado, 34
compacto, 39
conexo, 46
convexo, 34
denso, 10, 34
dependiente, 220
elemental, 327
finito, 27
independiente, 220
infinito, 27
a lo mas numerable, 27
medible, 330, 335
no numerable, 27, 32, 44
no vacio, 3
numerable, 27
ordenado, 3
ortogonal de funciones, 200
ortonormal, 201, 354, 358
completo, 358
perfecto, 34, 44
relativamente abierto, 38
separados, 46
vacio, 3
Continuidad, 91
uniforme, 97
Contraccion, 237
Contractiva, aplicacion (véase
Contraccidn)
Convergencia, S0
absoluta, 76
de una integral, 149
acotada, 348
dominada, 347
de una integral, 149
puntual, 153
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radio de, 74, 84
de series, 63
de sucesiones, S1
uniforme, 157
Coordenadas, 17, 220
Correspondencia uno a uno
(o inyectiva), 27
Cortadura, 18
Corte (véase Cortadura)
Cota,
inferior, 4
superior, 4
Criterio,
del cociente (véase Prueba,
de la razon)
de la raiz (véase Prueba,
de la raiz)
Cubierta, 39
abierta, 39
Cubo unidad, 267
Cuerpo complejo (véase Campo,
complejo)
Cuerpo de los reales : véase
Campo, real)
Cunningnam, F., 179
Curva, 146
cerrada, 146
continuamente
diferenciable, 147
que llena un espacio, 180
rectificable, 146

David, P.J., 206
Decimales, 12
Dedekind, R., 23
Derivada, 110
direccional, 234
de una O-forma, 281
de una funcion vectorial, 119
integracion de, 145, 351
de una integral, 143, 256, 351
normal, 322
"de orden superior, 118
parcial, 231
de series de potencias, 185
total, 230
de una transformacion, 230
Desigualdad del triangulo, 15,
17, 33, 150
Determinante, 250
de un operador, 253
producto de, 252
Diametro, 56
Diferencia simétrica, 330
Diferenciacion (véase Derivada)
Diferencial, 230
Dimension, 220
‘Dirichlet, nucleo de, 203
Discontinuidad(es), 100
~ simple, 101
Distancia, 33
Divergencia, 305
Dominio, 26
de parametros, 274

Eberlein, W.F., 198

Ecuacion diferencial, 127, 182
Elemento de area, 307
En, 26
Entorno, (véase Vecindad)
Envolvente (véase Cubierta)
Equicontinuidad, 167
Equivalencia, 303
Esfera unitaria, 295, 301, 319
Espacio,
conexo, 46
euclidiano, 17, 33
de funciones continuas, 160
de funciones integrables,
340, 352
de Hilbert, 359
medible, 335
de medida, 335
métrico, 33
compacto, 39
completo, 58, 87, 161, 356
normal, 108
nulo, 246
separable, 48
vectorial, 17, 219
Euler, constante de, 212
Extension, 106

Familia, 29
Fatou, teorema de, 347
Fejeér,
nucleo de, 214
teorema de, 214
Fine, N.J., 107
Fleming, W. H., 304
Flip, 269
Forma, 275
basica, 277
cerrada, 298
de clase, 275
derivada de una, 282
exacta, 298
producto de, 279, 281
suma de, 276
Fourier, J.B., 200
coeficientes de, 200, 201
series de, 200, 201, 354
Frontera, 291
Funcion(es), 26
acotada, 96
analitica, 184
armonica, 322
Beta, 208
caracteristica, 338
componente de, 94
de conjunto, 325
anillo, 325
regular, 327
constante, 91
continua, 91
por la derecha, 104
espacio de, 160
por la izquierda, 104
continuamente
diferenciable, 235
en ninguna parte, 164
convexa, 108

coordenada, 94
creciente, 102
decreciente, 102
diferenciable, 111, 217
en ninguna parte, 164
escalon, 139
exponencial, 191
Gramma, 206
integrables, espacios de,
340, 352
integrables segiin
Lebesgue, 340
integrables segun
Riemann, 130
inversa, 96
inyectiva (véase Funcion, uno
a uno)
limite, 153
lineal, 221
logaritmica, 193
medible, 315
medible segin Borel, 338
monotona, 102, 326
ortogonal, 200
periodica, 196, 205
producto de, 91
racional, 95
simple, 338
suma de, 91
sumable, 340
trigonomeétricas, 195
uniformemente continua, 97
uniformemente
diferenciable, 122
uno a uno, 27
valor absoluto, 94
vectorial, 91
derivada, de, 119
zeta, 152

Generador, 219
Gradiente, 234, 305
Grafica, 106
Green,
identidades de, 322
teorema de, 274, 276,
295, 306

Havin, V.P., 121

Helly, teorema de seleccion
de, 179

Herstein, I.N., 70

Hewitt, E., 23

Hilbert, espacio de, 359

Holder, desigualdad de, 150

Imagen, 26
inversa, 26,
indice,
creciente, 277
de una curva, 216
infimo, 4
Infinito, 12
Integracion,
de una derivada, 149, 351
por partes, 145, 149, 151



Integral,
aditividad numerable de, 341
diferenciacion de, 143,
256, 351
impropia, 149
inferior, 130, 131
de Lebesgue, 340
de linea, 275
de Riemann, 130
de Stieltjes, 131
superior, 130, 131
Interior, 47
Interseccion, 29
Intervalo, 33, 327
del parametro, 146
semiabierto, 33
Inversa de un operador
lineal, 222
Isometria, 88, 182
Isomorfismo, 23

Jacobiano, 253

Kellogg, 0.D., 305
Kestelman, H., 179
Knopp, K., 23, 67

Landau, E.G.H., 23
Laplaciano, 322
Lebesgue, H.L., 200
Lebesgue,
funcion integrable segin, 340
integral de, 340
medida de, 334
teorema de, 166, 179,
344, 347
Leibnitz, G.W., 76
Ley,
anticonmutativa, 277
asociativa, 6, 30, 280
conmutativa, 6, 30
distributiva, 6, 22, 30
L’Hospital, regla de, 116, 121
Limite, 90, 104, 153
por la derecha, 100
inferior, 59
por la izquierda, 57
puntual, 153
subsecuencial, 54
superior, 59
Logaritmo, 24, 193
Longitud, 147

Mapeo, 26
abierto, 107, 241
afin, 288
continuamente

diferenciable, 235

continuo, 91
inverso, 90
lineal, 221
localmente uno a uno, 241
primitivo, 268
uniformemente continuo, 97
(véase también Funcibn)

Matriz, 225
columna, 233
producto, 226
renglon, 233
Maxima cota inferior, 4
Maximo, 96
local, 114
McShane, E.J., 338
Media aritmeética, 85, 214
Medida, 334
cero, conjunto de, 334, 343
exterior, 328
de Lebesgue, 334
Mertens, F., 79
Minima cota superior, 4
propiedad de, 5, 19
Minimo, 96
Mobi s, o'nta de, 322
Modul)> (véase Valor absoluto)
Multiplicacion (véase Producto)

Newton, método de, 126
Nijenhuis, A., 241
Niven, 1., 70, 213
Norma, 18, 150, 161, 352

de un operador, 223

supremum, 161
Numero(s),

algebraico, 47

de arrollamiento, 216

cardinal, 27

complejo, 13

decimal, 12

finito, 13

irracional, 1, 10, 69

negativo, 8

no negativo, 64

positivo, 8, 9

racional, 1

real, 9

Operador,
identidad, 251
lineal, 222

Orden, 3,.17
lexicografico, 24

Orientacion,
negativa, 289
positiva, 289

Origen, 17

Parseval, teorema de, 205, 213,
354, 358
Parte,
imaginaria, 15
real, 15
Particion, 129
de la unidad, 271
Plano, 18
complejo, 18
tangente, 308
Poincaré, lema de, 298, 304
Polinomio, 94
trigonomeétrico, 199
Primos, 212
Proceso diagonal, 32, 168
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Producto, 6
de Cauchy, 77
de determinantes, 252
de elementos de un campo, 6
escalar, 17
de formas, 279, 281
de funciones, 91
interior, 17
de matrices, 226
de nGmeros complejos, 13
de niimeros reales, 21, 22
de series, 77
de transformaciones, 222
Problema de valor inicial,
127, 182
Propiedad reflexiva, 27
Proyeccion, 246
Prueba,
de comparacion, 64
de la integral, 149
de la raiz, 70
de la razon o del cociente, 70
Punto,
de acumulacion (véase Punto,
de condensacion)
aislado, 34
de condensacion, 49
fijo, 125
teoremas de, 125, 218, 237
interior, 34
limite, 34
silla, 259

Radio, 34,
de convergencia, 74, 84
Raiz, 10
cuadrada, 2, 86, 126
Rango,
de una funcion, 24, 222
de una transformacion
lineal, 246
Recta, 18
Recta real, 18
Recubrimiento (véase Cubierta)
Refinamiento, 132
comun, 132
Regla de la cadena, 112, 230
Relacion de equivalencia, 27
Reordenamiento, 80
Reordenacion (véase
Reordenamiento)
Representacion, estandar, 278
Residuo, 227, 263
Restriccion, 106
Riemann, B., 81, 200
integral de, 130
Riemann-Stieltjes, integral
de, 131
Riesz-Fischer, teorema de, 357
Robison, G.B., 198
Rotacional, 305

Schoenberg, [.J., 180

Schwarz, desigualdad de, 16,
150, 353

Segmento, 34
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Separacion de puntos, 173
Serie(s), 63
absolutamente convergente, 76
alternante, 76
binomial, 216
convergente, 63
divergente, 63
geométrica, 64
infinita, 63
no-absolutamente
convergente, 76
de potencias, 73, 184
producto de, 77
trigonomeétricas, 200
uniformemente
convergente, 168
Simplex, 267
afin, 288
diferenciable, 292
estandar, 288
orientado, 289
o-anillo, 325
Singer, 1.M., 304
Sistema extendido de los
nimeros reales, 12
Sobre, 26
Soporte, 266
Spivak, M., 296, 304
Stark, E.L., 214
Stieltjes, integral de, 131
Stirling, formula de, 214-215
Stone-Weierstrass, teorema de,
174, 204, 266
Stokes, teorema de, 274,
295, 312
Stromberge, K., 23
Subaditividad, 329
Subcampo, 9, 15
Subconjunto, 3
denso, 10, 34
propio, 3

Subcubierta, 39
Subsucesion, 55
Sucesion, 28
acotada, 51
puntualmente, 166
de Cauchy, 55, 88, 355
convergente, 50
creciente, 58
divergente, 50
doble, 154
de funciones, 153
monotona, 58
puntualmente
convergente, 153
uniformemente acotada, 166
uniformemente
convergente, 168
Suma, 6
de elementos de un campo, 6
de formas, 277
de funciones, 91
de nimeros complejos, 13
de nimeros reales, 19
parcial, 63, 200
de series, 63
de simplexes orientados, 290
de transformaciones
lineales, 223
de vectores, 17
Sumacion por partes, 74
Superficie, 274
Supremum, 161

Taylor,
polinomio de, 264
teorema de, 118, 123,
189, 263
Teorema,
de la convergencia dominada,
166, 179, 347
de la convergencia

monodtona, 344
de la divergencia, 274,
295, 312
de existencia, 182
de la funciébn implicita, 242
de la funcion inversa, 238
fundamental del caiculo,
144, 350
de Heine-Borel, 43
de localizacion, 204
del rango,
de unicidad, 127, 279
del valor medio, 115, 254
Thorpe, J.A., 304
Thurston, H.A., 23
Toro, 259, 260, 309
Transformacion,
invertible, 222
lineal, 221
(véase también Funcion;
Mapeo)
Transitividad, 27

Union, 29

Valor, 26

absoluto, 15

intermedio, 100, 107, 115
Variable de integracion, 131
Vecindad, 34
Vector, 17

columna, 226

normal, 308

nulo, 17

tangente, 310

unitario, 234
Volumen, 276, 306

Weierstrass,
prueba de, 147
teorema de, 44, 170
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